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Introduction

Dans cette thése, nous nous intéressons aux équations dites de Mahler et, en particulier,
aux groupes de Galois de ces équations.

0.1 Les équations de Mahler

L’étude des équations de Mahler a débuté avec le travail de Mahler dans [Mah29,
Mah30a, Mah30b|. Ces travaux sont a l'origine de la méthode de Mahler dont le but est
d’obtenir des résultats de transcendance et d’indépendance algébrique pour des valeurs
aux points algébriques des solutions de certaines équations fonctionnelles appelées équa-
tions de Mahler. Par exemple, nous savons grace a cela que si « est un point algébrique
non nul du disque unité ouvert, p € N>o,

fp(2) = Zzpn et g,(z) = H (1—2") (1)

alors f,(a) et g,(«) sont algébriquement indépendants. Pour montrer cela, Mahler utilise
le fait que f, et g, sont respectivement des solutions du systéme

v = (L N)ve we vo- (1) ®

(1 =2)g, (") — gp(2) =0,
ce sont des exemples d’équations et de systémes de Mahler dont voici la définition.

et de I’équation

Définition 0.1.1. Une équation de Mahler d’ordre n € N* est une équation fonctionnelle
de la forme

a2 () + ana(2)f (#7) 4t @) f () + ao(2)f(2) = 0 (3)

ou ag(2), ..., an(2) € C(2), ap(z)a,(z) #0 et p € Nxo.
Les solutions de ces équations sont des fonctions de Mahler.

Définition 0.1.2. Un systéme de Mahler d’ordre n € N* est un systéme de la forme
Y (") = A(2)Y (2) (4)
avec p € Nso, A € GL,(C(2)).



2 INTRODUCTION

La méthode de Mahler a ensuite été reprise et étendue dans les années 70 et 80, voir
par exemple [Kub77, LvdP77, Mas82, Nis82, Lox84]. Pour plus de précisions sur cette
théorie, nous faisons référence a [Nis96].

Depuis les années 80 et 90, 'étude des équations de Mahler a connu un regain d’intérét
notamment grace & ses liens avec la théorie des automates finis : si f(z) = > fr2"* est

k>0

L . . . —N o
une série génératrice d’une suite p-automatique (f;),~, € Q alors il existe n € N* tel que

-
(f(z)7 fP),-- f (zp"_1>> est solution d’un systéme de Mahler d’ordre n, voir par

exemple [CKMFR80, AS92, Bec94]. Ce lien est resté méconnu par les mathématicien.ne.s
s'intéresssant aux équations de Mahler jusqu’en 1980 et la mise en lumiére par Mendés
France [MF80| de I'article [Cob68] de Cobham. Il a été par la suite trés étudié et il est a
'origine de nombreux travaux sur les équations de Mahler, entre autres [Ran92, Dum93,
AB17, AF17].

Ces derniéres années, il y a eu de nombreux résultats sur les équations de Mahler,
voir par exemple |[BCZ15, AF18, CDDM18, Fer19, Pel20, Roq20|. En particulier, Philip-
pon dans [Phil5| puis Adamczewski et Faverjon dans [AF17] ont montré que les relations
algébriques entre les valeurs spéciales des fonctions de Mahler proviennent de la spécialisa-
tion des relations algébriques entre les fonctions, d’ou 'importance d’étudier les relations
algébriques entre les fonctions de Mahler.

0.2 Les aspects galoisiens

Les relations algébriques entre des fonctions qui sont des solutions d’une équation
aux différences sont reflétées par un groupe de Galois aux différences, qui est un groupe
algébrique. Grosso modo, plus ce groupe de Galois est gros, moins il y a de relations algé-
briques entre les solutions. La théorie de Galois aux différences permet donc d’obtenir des
résultats d’indépendance algébrique ou d’hypertranscendance des solutions d’équations
aux différences, voir notamment [Phil5, DHR18, Roql18, ADH21]. C’est une des raisons
pour lesquelles elle est devenue une aire de recherche trés active. Des détails sur la théorie
de Galois aux différences et ses applications sont donnés dans [vdPS97].

0.3 Principaux résultats de cette thése

Nous rappelons que, comme pour les équations différentielles linéaires, il y a des liens
entre les équations et les systémes de Mahler. A I’équation (3), on peut associer le systéme
de Mahler YV (2P) = A(2)Y (2) ou

0 1 0 0
A= - 0

0 0 1

ap Ap—2 Ap—1




0.3. PRINCIPAUX RESULTATS DE CETTE THESE 3

Réciproquement, d’aprés le théoréme du vecteur cyclique (voir Théoréme 4.3.1 ou, pour
un énoncé général, voir [HS99, Appendix B|), on peut associer une équation de Mahler &
tout systéme de Mahler.
Soient
Y (") = A(2)Y (2) (5)

un systéme de Mahler et ¢ € {0,1, 00}, un point fixe de 'opérateur z — 2P. Dans la suite,
nous considérerons principalement les systémes de Mahler (5) tels que :

e A a des coefficients analytiques en i et A(i) = I,, dans ce cas le systéme est dit
régulier en 7.

e A a des coefficients analytiques en i et A(i) € GL, (C), dans ce cas le systéme est
dit fuchsien strict en 7.

e il existe une matrice T inversible et & coefficients méromorphes en ¢ tel que le systéme
de Mahler Y (27) = B(2)Y (z) avec B(z) := T (2*)"" A(2)T(2) soit fuchsien strict
en i, ce systéme est alors dit méromorphiquement équivalent en i au systéme (5) et
T est appelée transformation de jauge. Dans ce cas, le systéme (5) est dit singulier
régulier en 7.

0.3.1 Une approche analytique des groupes de Galois des équa-
tions de Mahler

Les articles sur la théorie de Galois des équations de Mahler s’intéressent principale-
ment aux aspects algébriques de cette théorie. Les aspects analytiques n’ont pas encore
été tres étudiés et 'objectif des Chapitres 2 et 3 est de les considérer afin de construire un
sous-groupe Zariski-dense de nature analytique dans le groupe de Galois aux différences
des équations de Mahler singuliéres réguliéres, ce dernier étant un groupe algébrique. Nous
obtenons un théoréme de densité qui est inspiré du théoréme de densité de Schlesinger
et ses analogues. Plus précisément, le théoréme de densité de Schlesinger assure que le
groupe de monodromie d’'une équation différentielle linéaire singuliére réguliére & coeffi-
cients dans C(z) est Zariski-dense dans son groupe de Galois. Ce théoréme a été étendu
aux équations aux g-différences a coefficients dans C(z) qui sont réguliéres en 0 et co par
Pavel 1. Etingof dans |Eti95] puis & celles qui sont singuliéres réguliéres en 0 et oo par
Jacques Sauloy ([Sau03|) d’une part, grace a la théorie des catégories tannakiennes, et
par Marius van der Put et Michael F. Singer ([vdPS97]) d’autre part, grace a la théorie
de Picard-Vessiot.

La clé de ces extensions du théoréme de Schlesinger aux équations aux g-différences
est une matrice de connexion introduite par Birkhoff qui joue le role de la monodromie
des équations différentielles. Grosso modo, il s’agit d’une matrice connectant 0 et oo : une
base de solutions en 0 et une en oo sont associées a une équation aux ¢-différences donnée,
elles sont toutes les deux composées de fonctions méromorphes sur C* et la matrice de
connexion de Birkhoff rend compte des relations linéaires entre ces deux bases de solutions
sur C*.

De méme, a toute équation de Mahler singuliére réguliére en 0 et oo, on peut associer
deux bases de solutions, une attachée a 0, 'autre a Uinfini. Mais un probléme surgit :



4 INTRODUCTION

la base de solutions en 0 est constituée de fonctions méromorphes sur le disque unité
ouvert tandis que la base de solutions en oo est constituée de fonctions méromorphes sur
le complémentaire du disque unité fermé. De plus, par un théoréme de Randé (J[Ran92,
Théorémes 4.2, 4.3], [BCR13]), le cercle unité est une frontiére naturelle a ces solutions.
Ces deux bases de solutions sont donc définies sur des ouverts disjoints, on ne peut pas
les « connecter », ce qui était fondamental pour les équations aux ¢-différences comme
expliqué précédemment. Afin de surmonter ce probléme, l'idée clé est de faire jouer un
role au point 1 qui, comme 0 et 0o, est un point fixe de 'opérateur de Mahler ¢, : z — 27,
p € N>o. Comme nous 'avons fait en 0 et en oo, il s’agit donc de construire une matrice
fondamentale de solutions en 1. Pour cela, nous pouvons utiliser des résultats connus sur
les équations aux g-différences, voir par exemple [Sau00|, puisqu’une équation de Mahler
peut-étre transformée en une équation aux g-différences grace au changement de variable
z = exp(u). Localement, pour retourner a notre systéme de Mahler de départ, nous
pouvons utiliser le logarithme principal In mais pour des considérations globales, nous
utiliserons un logarithme o
In:Cx—=C

qui est holomorphe sur le revétement universel C* de C*.

Nous considérons donc trois bases de solutions, en 0, 1 et oo, et nous associons a chaque
équation de Mahler (singuliére) réguliére en 0, 1 et co deux matrices de connexion, une
qui connecte 0 a 1 et une autre qui connecte 1 a co. Ces matrices vont nous permettre de
construire des éléments du groupe de Galois d’une équation de Mahler (singuliére) régu-
liére et nous montrerons qu’ils engendrent un sous-groupe Zariski-dense dans ce dernier.

0.3.2 Théoréme de densité de Schlesinger pour les équations de
Mahler réguliéres

Le Chapitre 2 est consacré au théoréme de densité dans le cas des équations de Mahler
régulieres. A l'aide de matrices fondamentales de solutions en 0, 1 et co, notées respecti-
vement YO, Y et V() nous introduisons les deux matrices de connexion de Birkhoff
d’un systéme de Mahler régulier en 0, 1 et oo dans la Section 2.2 :

e CO dont les coefficients sont méromorphes sur la partie >g de C* correspondant au

disque unité ouvert et épointé en 0 de C*;

e (™) dont les coefficients sont méromorphes sur la partie X, de C* correspondant

au complémentaire dans C du disque unité fermé.
Dans la Section 2.3, nous construisons des extensions de Picard-Vessiot notées Lo, L, et
Lo qui sont des extensions du corps de base k engendrées par les coefficients de y©),
YW et V() respectivement (voir les précisions dans la Section 2.3.1). Nous notons G le
groupe de Galois du systéme de Mahler régulier en 0, 1 et oo considéré. Soit i € {0, 00}.
Si u € ¥; n’est pas un pole de é(i), nous considérons 'unique morphisme de k-algébres

L= Ly

qui associe a chaque coefficient de Y@ le coefficient correspondant de 17(1)6(i)(ﬂ) (voir

le Théoréme 2.3.10). Grace a la théorie de Picard-Vessiot, nous obtenons 1'analogue du
théoréme de densité de Schlesinger pour les équations réguliéres, Théoréme 2.3.12 :
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Théoréme. Soit I' le groupe engendré par l'ensemble des applications

-1 -1
Téo)Téo) et TySOO)T_%(.OO)
0U T, T € Xy €t T, Y € S sont tels que CO) (@), CO (D), C©) (T) et C©) (3) sont définies

et inversibles. Le groupe I' est Zariski-dense dans le groupe de Galois G :

G=T.

0.3.3 Théoréme de densité de Schlesinger pour les équations de
Mahler singuliéres réguliéres

Le Chapitre 3 étend le Théoréme 2.3.12 au cas des équations de Mahler singuliéres
réguliéres. Il a donné lieu a l'article [Pou2l|. Pour la généralisation du théoréme de den-
sité de Schlesinger aux équations aux g¢-différences, les deux approches utlisées sont les
suivantes :

e l'utilisation de symboles avec la théorie de Picard-Vessiot, voir [vdPS97, Chapter
12];

e l'utilisation de solutions analytiques avec la théorie des catégories tannakiennes, voir
[Sau03].

Afin de travailler avec des fonctions analytiques, nous utilisons la théorie des catégories
tannakiennes (dont nous faisons des rappels en Annexe A) pour étendre le Théoréme
2.3.12. Cela fournit donc une nouvelle démonstration de ce théoréme.

Nous montrons dans la Section 3.3 que la catégorie £ des équations de Mahler sur
C(z) est une catégorie tannakienne neutre sur C. Nous pouvons donc utiliser la théorie
des catégories tannakiennes, en particulier, des critéres de densité concernant les groupes
et les groupoides dont nous donnons des précisions dans la Section 3.2 et la dualité
tannakienne. Nous montrons que la catégorie des systémes de Mahler singuliers réguliers
(respectivement fuchsiens stricts) en 0, 1 et oo, notée &, (respectivement &) est une
sous-catégorie tannakienne neutre de £. De plus, en Proposition 3.3.16, nous prouvons
qu'un systéme de Mahler singulier régulier est rationnellement équivalent & un systéme
fuchsien strict alors que, a priori, il est seulement méromorphiquement équivalent en 0, 1
et oo & des systémes fuchsiens stricts en 0, 1 et oo respectivement. Ainsi, I'injection

gfs — gsr

est une équivalence de catégories. Nous introduisons la catégorie globale C, des connexions
dans la Section 3.5.2, les objets de cette catégorie généralisent les matrices de connexion
introduites dans le cas régulier. Nous prouvons que &, et C,,. sont des catégories tanna-
kiennes neutres sur C qui sont équivalentes.

Le théoréme obtenu dans le cas singulier régulier est le suivant, Théoréme 3.6.20 :

Théoréme. Les groupoides de Galois locauz Gy, G, G et les Tz, o 7z pour tout

(20, Zo0) € 20 \ /Evo X Yoo \ E; engendrent un sous-groupoide qui est Zariski-dense dans le
groupoide de Galois de Cg, . .
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Dans ce theoreme les groupoides Gy, Gy, G sont les groupoides de Galois de caté-
gories locales & avec i € {0,1,00}. Ces catégories sont des localisations de la catégorie
&g au point ¢ dans le sens ou nous considérons des morphismes définis localement en i
(alors que pour &, les morphismes ont des coefficients dans C(z)). Nous explicitons des
sous-groupoides Zariski-dense dans les groupoides de Galois locaux Gy, G et G; dans
les Sections 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3. Dans le cas régulier, ces trois groupoides sont triviaux.

Les éléments Iy 5, I'oo sz généralisent les matrices de connexion du cas régulier. Grosso
modo, pour i € {0, 00}, I'; z; permet de connecter les groupoides locaux G; et G. Plus pré-

cisément, si X est un objet de la catégorie des connexions C,, et si nous notons (MO, Moo>

la paire de matrices de connexion contenue dans cet objet alors, pour i € {0, 00}, I'; 5 as-
socie ]\Z(Z) a X pour tout z; qui n’est pas dans ’ensemble E des singularités de ]\Z Afin
d’avoir un controle sur les singularités, nous considérons la sous-catégorie tannakienne
Cry,E.. de Cs qui contient les paires de matrices de connexion dont les singularités sont

dans les ensembles Eo et Eoo respectivement.

0.3.4 Caractérisation effective des systémes de Mahler singuliers
réguliers

La seule hypothése requise dans le théoréme de densité de Schlesinger et ses analogues
est d’avoir des singularités réguliéres. Les singularités de systémes différentiels, aux ¢-
différences ou 7-différences ont été trés étudiées et des algorithmes pour savoir si ces
singularités sont réguliéres ont été donnés, voir par exemple [Birl3, Mos59, Hil87, Bar95|
pour les systémes différentiels et [Pra83, Bar89, BP96] pour les systémes aux ¢ ou 7-
différences. Dans |BBPO08|, un algorithme général pour reconnaitre les singularités régu-
lieres est donné. Il s’applique & de nombreux systémes dont les trois cités ci-dessus. Mais
il ne s’applique pas aux singularités en 0 des systémes de Mahler, & cause du fait que
I'opérateur de Mahler ¢, : 2 — 2P ne préserve pas la valuation en 0.

De plus, si nous nous intéressons aux équations, plutdot qu’aux systémes, des carac-
térisations effectives des singularités réguliéres des équations différentielles linéaires ou
aux ¢-différences sont données par le polygone de Newton, qui est associé a chaque équa-
tion. Cependant pour les équations de Mahler, la valuation étant changée par 'opérateur
¢p 1 2 — 2P, un polygone de Newton n’est pas intrinséquement lié & une équation de
Mabhler.

Ainsi, pour les systémes de Mahler nous n’avons pas d’algorithmes pour reconnaitre
le caractére singulier régulier en 0. Nous avons seulement une condition suffisante de
régularité qui est effective, elle est donnée en [Roq18, Proposition 34| : si un systéme de
Mahler est fuchsien strict en 0 alors il est singulier régulier en 0. Mais, il existe des systémes
singuliers réguliers en 0 qui ne sont pas fuchsiens stricts, par exemple y (2P) = 21 Py(z).

L’objectif du Chapitre 4 est de pallier ce manque c’est-a-dire de construire un algo-
rithme qui permet de déterminer si un systéme de Mahler donné est singulier régulier en
0. Grace aux travaux sur les systémes aux ¢-différences, un critére effectif pour savoir si
un systéme de Mahler est singulier régulier en 1 était déja connu. De plus, nous pouvons
remarquer que par le changement de variable z — 1/z, un critére en 0 nous donne aussi un
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critére pour savoir si un systéme de Mahler est singulier régulier en co. Nous aurons donc
un critére effectif pour savoir si un systéme de Mahler vérifie 'hypothése de I'analogue
du théoréme de densité de Schlesinger obtenu au Chapitre 3 i.e. savoir si il est singulier
régulier en 0, 1 et oo.

Avant de décrire cet algorithme (Algorithme 3) nous donnons dans la Section 4.1 des
caractérisations des systéemes de Mahler singuliers réguliers en 0 analogues a celles des
équations différentielles ou aux g¢-différences présentées dans la Section 1.3. Nous faisons
aussi le lien entre la notion de systéme de Mahler singulier régulier en 0 des chapitres
précédents et celle utilisée dans ce chapitre. Plus précisément, dans ce chapitre, la notion
utilisée est plus générale : des ramifications d € N* pour les transformations de jauge sont
maintenant autorisées. Notre algorithme fournit aussi une caractérisation des systémes de
Mahler singuliers réguliers du Chapitre 3 en imposant d = 1 dans I’Algorithme 3.

La construction de I’Algorithme 3, qui permet de savoir si le systéme de Mahler est
singulier régulier en 0, est un travail en commun avec Colin Faverjon. Il est présenté de la
Section 4.2 & la fin du Chapitre 4. Nous l'avons détaillé dans [FP21] et il a donné lieu a
un algorithme implémenté en Python 3. Donnons quelques précisions sur la construction

de cet algorithme. Soit
K= J Q")

deN*
le corps des séries de Puiseux. Supposons que le systéme de Mahler

6,(Y) = AY, A€ GL, (Q2))

est K-équivalent & un systéme ayant une matrice constante A grace a une transformation
de jauge ¥ € GL,,(K) c’est-a-dire

Op(V)A = AV
Nous pouvons supposer que A est une matrice de Jordan. Ainsi, les colonnes v,,...,%,,
de V¥ sont des solutions d’équations de la forme
Aidp(h;) + €0p(P;_1) = A, (6)
ou ¢ € {0,1}, A\; est une valeur propre de A et 1, := 0. Pour prouver qu’un systéme

de Mabhler est singulier régulier en 0, nous étudions les solutions de ces équations. Plus
précisément, nous donnons des bornes pour leurs valuations en 0 ainsi que des ramifica-
tions admissibles. De plus, nous explicitons des équations que doivent vérifier les premiers
coefficients du développement de Puiseux de ces solutions. Cela permet de nous ramener
en dimension finie pour le calcul des coefficients des solutions. Notre théoréme principal
est le suivant, Théoréme 4.2.3 :

Théoréme. Soient A € GL,, (@(2)) et p > 2. Il existe un algorithme qui détermine
si le systéme de Mahler ¢,(Y) = AY est singulier régulier en 0. Cela est fait grdice
au calcul de la dimension d’un Q-espace vectoriel explicite. De plus, si le systéme est
singulier régulier en 0, Ualgorithme retourne une matrice constante A (sous forme de
Jordan) équivalente a A et une troncature a l'ordre voulu du développement en série de

Puiseux d’une tranformation de jauge V qui permet de se ramener au systéme constant
op(Y) = AY.
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Dans larticle [CDDM18], les auteurs ont construit un algorithme qui permet de savoir
si une équation de Mahler a une base compléte de solutions dans K. Si c’est le cas, le
systéme de Mahler est singulier régulier en 0 puisqu’il est en particulier K-équivalent a
la matrice identité. De ce point de vue, le théoréme précédent est une généralisation de
ce résultat de [CDDMI18| puisque nous avons un critére pour savoir si un systéme de
Mabhler est K-équivalent & une matrice constante inversible et cette derniére est donnée
par 'algorithme.

Nous donnons une borne pour la complexité de cet algorithme et nous étudions
quelques exemples. Entre autres, nous montrons que le systéme de Mahler associé a la
série génératrice de Rudin-Shapiro n’est pas singulier régulier en 0.

0.3.5 Hypertranscendance

Dans le Chapitre 5, nous donnons un exemple d’application de la théorie de Galois aux
équations de Mahler. Nous généralisons grace a un résultat de théorie de Galois, [DHR18,
Theorem 4.2|, le théoréme 1 de [BCZ15]. D’aprés ce théoréme de Bell, Coons et Zudilin,
si f(2) € Q((2)) est une solution non nulle de 'équation de Mahler

A = (L4242 N+ f(2) =0 (7)

alors les fonctions f(2), f (2*), f/(2), f' (2*) sont algébriquement indépendantes sur Q(z).
Nous obtenons la généralisation suivante au Théoréme 5.2.1 :

Théoréme. Les fonctions f(2), f(2%) et toutes les dérivées successives sont algébrique-
ment indépendantes sur Q(z).

Pour appliquer [DHR18, Theorem 4.2], le seul point délicat est le calcul du groupe de
Galois aux différences de ’équation de Mahler ci-dessus. Dans cet exemple, ce calcul est
facilité par le fait que nous connaissons une classification des sous-groupes algébriques de

GL; (Q).
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0.4 Organisation du manuscrit

Nous donnons ci-dessous une description globale du contenu des chapitres de ce manus-
crit. Une description plus précise du contenu des chapitres se trouve au début de chaque
chapitre.

Dans le Chapitre 1, nous présentons la théorie de Galois, le théoréme de densité de
Schlesinger et les systémes singuliers réguliers. Ce chapitre a pour but d’introduire ces
domaines et d’en mentionner des avancées.

Dans le Chapitre 2, nous utilisons la théorie de Picard-Vessiot afin d’obtenir un sous-
groupe Zariski-dense dans le groupe de Galois d’une équation de Mahler réguliére en 0, 1
et oco.

Le Chapitre 3 généralise le théoréme de densité du chapitre précédent. Plus préci-
sément, grace a la théorie des catégories tannakiennes, nous obtenons un analogue du
théoréme de densité de Schlesinger pour les équations de Mahler singuliéres réguliéres en
0, 1 et co.

Le Chapitre 4 présente un algorithme qui permet de savoir si un systéme de Mahler
est singulier régulier en 0. Grace a cet algorithme et & d’autres algorithmes connus, nous
sommes en mesure de déterminer si une équation de Mahler donnée est singuliére réguliére
en 0, 1 et co.

Le Chapitre 5 a pour objectif d’illustrer une des applications de la théorie de Galois.
Nous obtenons I’hypertranscendance d’une fonction de Mahler et cela nous permet de
généraliser [BCZ15, Theorem 1].

L’Annexe A a pour but de faire des rappels sur les catégories tannakiennes. Les défi-
nitions et résultats principaux de théorie des catégories tannakiennes utilisés au Chapitre
3 y sont rappelés.
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0.5 Notations

On note Q la cloture algébrique de Q dans C et Q" = Q\{0}.Si K =Nou K =7
et k€ Ralors Ky :={zx € K|z >k}

On note C{z} (respectivement C[[z]]) ’anneau des séries a une indéterminée z, a
coefficients complexes et convergentes au voisinage de 0 (respectivement formelles). On
note C((2)) le corps des fractions de C[[z]], qui est appelé le corps des séries de Laurent
(formelles) et on note C({z}) le corps des fractions de C{z}. De méme, C [[2]] est 'an-
neau des séries formelles en 1/z, a coefficients complexes et C (( )) est son corps des
fractions. Les séries convergentes en 1/z sont notées C{ } et C ({ }) est son corps des
fractions. Aussi, C{z — 1} est 'anneau des séries qui sont convergentes au voisinage de 1
et C({z — 1}) est son corps des fractions.

Soit D(0,7) (respectivement D(0,7))) le disque ouvert (respectivement fermé) centré
en 0 et de rayon r. Si » = 1 alors on note

D:=D(0,1) et D:=D(0,1).

Le cercle unité est noté (0, 1).

Si F est un ouvert d’une surface de Riemann, M (FE) est le corps des fonctions méro-

morphes sur E. On considére le revétement universel de C*, noté C*, et le point 1 := (1,0)
de cette surface de Riemann. On note

Yo ::{(reib,b) |O<T<1,bER} C@v*,
Yoo ::{(Teib,b) \r>1,b€R} c C*.

Dans ce manuscrit, nous fixons un entier p € N>5. On note ¢, 'opérateur de Mahler
c’est-a-dire Popérateur ¢, : z — 2P. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert de

P! (C) et de C* respectivement. Par abus de notation, nous noterons aussi ¢, la fonction
op : f(2) = f(2P) et la fonction ¢, : g (2) — g (ZP).

La notation Vect! (C) désigne les C-espaces vectoriels de dimension finie. On note
I,, la matrice identité de dimension n x n. On note ||.|| une norme sur M,, (C) qui est
sous-multiplicative. Si M est une matrice, rg(M) est son rang c’est-a-dire la dimension de
'espace vectoriel engendré par ses colonnes et Ker(M) est son noyau (& droite). Si f est une
fonction, on note Poles(f) (respectivement Zéros(f)) I'ensemble des poles (respectivement
des zéros) de f. Si M est une matrice, Poles(M) est 'union des pdles de ses coefficients.

Si C est une catégorie, Obj (C) et Hom (C) sont respectivement les objets et les mor-
phismes de cette catégorie. Si A € Obj (C) et B € Obj(C), on note Hom¢ (A, B) la classe
des morphismes de A dans B de la catégorie C. Si u € Hom¢ (A, B), on écrit u : A — B.
Si G est un groupoide et a, f € Obj (G) alors G («, ) désigne les morphismes de G qui
vont de o dans f.



Chapitre 1

Présentation du domaine d’étude

Dans ce chapitre, nous faisons une présentation de la théorie de Galois dans la Section
1.1. Nous exposons les idées qui ont conduit & la théorie de Galois classique et comment
elles ont été transposées pour obtenir une théorie de Galois différentielle, aux différences
ainsi que d’autres théories de Galois récentes. Nous rappelons les définitions et les prin-
cipaux résultats dont nous avons besoin pour les prochains chapitres. L’objectif des Cha-
pitres 2 et 3 étant d’obtenir un analogue pour les équations de Mahler du théoréme de
densité de Schlesinger, nous donnons des détails dans la Section 1.2 sur ce théoréme et les
analogues qui étaient déja connus. La seule hypothése du théoréme de Schlesinger et ses
analogues est que I’équation fonctionnelle considérée doit avoir des singularités réguliéres.
Les principales propriétés des systémes singuliers réguliers sont rappelées dans la Section
1.3.

1.1 Théories de Galois

1.1.1 Les débuts de la théorie de Galois classique

Soit x une inconnue. Une équation polynomiale de degré n > 1 est une équation de la

forme
n

P(x)=0 ou P(x)= Zakxk € Q[z] avec a, #0. (1.1)
k=0

La résolution de ces équations jusqu’au degré 4 est connue depuis le XVI® siécle. Le mathé-
maticien Al-Khwarizmi est le premier a avoir rassemblé et exposé un ensemble de méthodes
de résolutions des équations du premier et du second degré dans son livre intitulé Abrégé
du calcul par la restauration et la comparaison au début du 1X¢ siécle. En 1545, Girolamo
Cardano publie le livre Artis magnae sive de regulis algebraicisn, aussi appelé Ars Magna,
qui contient des résultats connus sur la résolution des équations polynomiales ainsi que de
nouvelles connaissances provenant notamment de 'auteur, del Ferro, Tartaglia et Ferrari.
Gréce a ces travaux, nous savons que si n = 2 et A := a? — 4agas, I'équation (1.1) a deux
solutions si A # 0 et une solution qui est racine double de P si A = 0. Elles sont données
par les formules suivantes :

—a1+VA .
2a9

e si A > 0, les deux solutions sont ;

11
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e si A =0, la solution est ;T“; ;

—a1tiy/|A|

e si A <0, les deux solutions sont

2a2
Pour le cas n = 3, 'équation (1.1) a au plus 3 solutions dont les formules ont été obtenues
en utilisant les opérations +, —, X, +, /., /- sur les valeurs 1, ao, . .., a,. Le méme type

de formule a été obtenu lorsque n = 4. Les méthodes utilisées pour obtenir ces formules
(changements de variables, substitutions) n’avaient pas permis de résoudre des équations
de degré supérieur ou égal a 5.

Question : Si n > 5, est-ce que 'on peut trouver une formule générale pour les
solutions de (1.1) en utilisant seulement les opérations +, —, X, <+, /, &, .. \/' sur les
coefficients de P et la valeur 1 (i.e. est-ce que (1.1) est resoluble par mdzcaux)

Deux siécles ont été nécessaires pour aller au-dela du degré 4 et répondre non a cette
question. Ruffini est le premier & mettre en avant I'impossibilité de trouver des solutions
par radicaux des équations polynomiales de degré supérieur ou égal a 5, dans [Ruf99|
en 1799. Pour cela, il utilise la notion de permutation et son application & la résolution
d’équations polynomiales mise en avant vers 1770 dans des travaux de Lagrange, Vander-
monde, Waring notamment (voir [Lag70, War70, Van71]). Les arguments développés par
Ruffini forment les débuts de la théorie des groupes. Mais, la démonstration de Ruffini
reste incompléte et ¢’est Abel qui publiera une preuve 25 ans plus tard de ce résultat qui
est connu sous le nom de Théoréme d’Abel-Ruffini :

Théoréme (d’Abel-Ruftini). Il est impossible de résoudre par radicauz les équations gé-
nérales des degrés supérieurs ou égal au cinquieme.

Ce théoréme ne donne pas de conditions nécessaires et suffisantes de résolubilité. Cet
apport sera fait par Galois et sera a lorigine de la théorie de Galois. L’idée de Galois
est de regarder les permutations des solutions de 1’équation (1.1), notées oy, ..., a,, qui
préservent les relations algébriques a coefficients dans Q c’est-a-dire les permutations o
des racines de P telles que

VQ € Q[X1, ..., X,], Qa1 ...,an) =0= Q0 (1) , ..., 0 (o)) = 0.
L’ensemble de ces permutations est noté G .

Théoréme (Galois). L’équation P(x) = 0, avec P € Q[x], est résoluble par radicauz si
et seulement si G, est résoluble.

La formulation du théoréme de Galois est en fait plus générale car elle s’applique a
tout polynome P a coefficients dans un corps K de caractéristique nulle (et pas seulement
K = Q). Les premiers écrits de Galois, présentés a 1’Académie des sciences en 1829, sont
tombés dans 'oubli. C’est Liouville qui fait découvrir un mémoire que Galois a écrit en
1831, intitulé Mémoure sur les conditions de résolubilité des équations par radicauz, et qui
a ensuite été publié en 1846. Suite a ces découvertes, ce n’est donc plus le degré d’une
équation qui est important pour sa résolution mais ce sont les propriétés du groupe G’ gal
attaché a I’équation. Il faut noter que les notions de groupes et de corps étaient implicites
jusque dans la deuxiéme moitié du XIx® siécle et cela a été clarifié grace notamment & des
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travaux de Cauchy, Cayley et Jordan. La définition moderne du groupe de Galois a été
donnée par Emil Artin : le groupe de Galois n’est plus un groupe de permutations mais
un groupe d’automorphismes. Plus précisément, si L := Q(aq, ..., ) C C est le corps de
décomposition de P sur Q, la définition d’Artin du groupe de Galois est

Ggal = Aut (L/Q),

c’est-a-dire I'’ensemble des automorphismes f : L — L qui sont l'identité sur Q i.e. tels
que fip = idg. Cette définition est justifiée par le fait que les groupes Gyu et G, sont
isomorphes via le morphisme

Q: Ggal - G

gal

= fia,an}

1.1.2 Vers la théorie de Galois différentielle

Nous avons rappelé ci-dessus que la théorie de Galois classique s’intéresse aux racines
d’un polynéme P de degré n > 1 et que le groupe de Galois, qui est un sous-groupe du
groupe des permutations des racines de P, permet de savoir grace au théoréme de Galois
si I’équation est résoluble par radicaux. La théorie de Galois différentielle s’intéresse quant
a elle aux solutions des équations différentielles linéaires d’ordre n € N* de la forme

Y™ (2) + an 1 (2)y" V() + o Fag2)y(2) =0 ou  a; € C(2). (1.2)

Question : Est-ce que les solutions de (1.2) peuvent étre exprimées avec des fonctions
élémentaires (constantes, identité, /-, exp, In, fonctions trigonométriques) et les opéra-
tions suivantes sur ces fonctions : arithmétiques, composition, intégration (i.e. (1.2) est
résoluble par quadratures)?

La réponse a cette question a été donnée par les travaux de Picard et Vessiot a la fin
du xX1X° siécle. D’ailleurs, la théorie de Galois différentielle est aussi connue sous le nom
de théorie de Picard-Vessiot. L’analogue du théoréme de Galois dans le cas différentiel
donne une caractérisation de la résolubilité par quadratures. Dans les articles de Picard
et de Vessiot, les notions utilisées, telles que la résolubilité par quadratures, ne sont pas
bien définies et c’est Kolchin en 1948 dans [Kol48] qui donne une version rigoureuse
du théoréme de Picard-Vessiot. Plus précisément, 1’équation différentielle (1.2) est dite
résoluble par quadratures si I'extension de Picard-Vessiot K est une extension de Liouville
de K, := C(z) c’est-a-dire qu’il existe une tour d’extensions de corps

KkcK,Cc---CK, =K

telle que pour tout ¢ € {1,...,n}, K; = K;_1(t;) ou t; vérifie 'une des conditions sui-
vantes :

o i/ € K, qie. t; est 'intégrale d'un élément de K;_;;
o t; A0, /t; € K; 1 ie.t; est 'exponentielle de I'intégrale d’un élément de K; 1 ;

e {; est algébrique sur K; ;.
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Théoréme (Picard-Vessiot). L’équation (1.2) est résoluble par quadratures si et seule-
ment si la composante connexe de l'identité de son groupe de Galois différentiel est réso-
luble.

Dans la suite de cette section, nous rappelons la définition du groupe de Galois diffé-
rentiel et ses propriétés. Nous considérons le systéme différentiel suivant :

Y'(2) = A(2)Y(2), A(2) € M, (C(2)) (1.3)

D’aprés le théoréme de Cauchy, si zp € C n’est pas un pole de A(z) alors il existe une
matrice inversible )(z) ayant pour coefficients des séries convergentes au voisinage de z
et telle que )'(z) = A(z)Y(z). La matrice ) est une matrice fondamentale de solutions
du systéme (1.3).

Proposition-Définition 1.1.1. Soit K = C(z) ()(z)) 'extension du corps C(z) engen-
drée par les coefficients de la matrice ). Il existe une extension au corps K de la dérivation

— sur C(z), on la note aussi —.
dz (2), dz

d
e Le corps K muni de la dérivation e est appelé corps de Picard-Vessiot pour (1.3)
z
sur C(z).
e Le groupe de Galois différentiel du systéme différentiel (1.3) sur C(z) est

d d }
0O0—=—00,.

Gal# (K/C(2)) := {0’ € Aut (K/C(z)) |oro o = o

e Le groupe de Galois différentiel de I’équation (1.2) sur C(z) est le groupe de Galois
différentiel du systéme différentiel associé a cette équation (i.e. le systéme (1.3) ou
A est la matrice compagnon de 1’équation (1.2)).

On a donc les analogies suivantes entre la théorie de Galois classique et la différentielle.

Classique Différentielle
P(X)=0,PecQ[X]dedegrée n>1|Y'(z) = A2)Y(2), A(z) € M,, (C(2))
racines de P : aq,- -+, q, matrice fondamentale de solutions : Y
corps de décomposition corps de Picard-Vessiot
L:=Q(aq,..., ) K :=C(z) (Y(2))
groupe de Galois groupe de Galois différentiel
Aut (L/Q) Gal® (K/C(2))

Dans le cas classique, un élément du groupe de Galois classique laisse globalement
stable les racines du polynome P. Dans le cas différentiel, si o est un élément du groupe

de Galois différentiel et ) est une matrice fondamentale de solutions de (1.3), la condition
d

go— =00 permet d’assurer que o ())) est aussi une matrice fondamentale de solutions.
2z z
En effet,

(0Y) =0 (V) =0(AY)=A0 (D).
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Contrairement au cas classique, le groupe de Galois différentiel est en général infini mais
il a des propriétés intéressantes que nous allons voir ci-dessous (voir [vdPS03, Chapter 1|
pour plus de détails).

Pour tout o € Gali (K/C(z)), il existe une unique matrice C(c) € GL,, (C) telle que
o (YY) = YC(o). La représentation du groupe Galds (K/C(z))

d
peat ©  Gale (K/C(z)) — GL, (C)
o —  C(o)
est fidele. On note Gy, son image. Si on choisit une autre matrice fondamentale de solu-
tions, on obtient une représentation conjuguée.

Théoréme. Le groupe Ggu est un sous-groupe algébrique de GL,, (C).

Cette théorie s’étend aux équations différentielles linéaires a coefficients dans un corps
différentiel (i.e. un corps muni d’une dérivation) dont le corps des constantes est algé-
briquement clos et de caractéristique nulle. La correspondance de Galois, qui est un des
théorémes fondamentaux de la théorie de Galois classique et qui établit une bijection
entre les sous-corps d’une extension finie et galoisienne et les sous-groupes du groupe de
Galois de cette extension, a un analogue en théorie de Galois différentielle. Ce théoréme
est rappelé dans [vdPS03, Proposition 1.34].

d
Théoréme (Correspondance de Galois). Soient (L, d—) le corps de Picard-Vessiot pour
z

(1.3) sur C(z) et G son groupe de Galois différentiel. L’ensemble des extensions de corps de
C(z) contenues dans L et stables par la dérivation (c’est-a-dire les sous-corps différentiels
de L contenant C(z)) est noté L et 'ensemble des sous-groupes fermés de G est noté S.
Pour tout M € L et tout H € S, on note
G(L/M) :={o € G| oym = 1d},
" . ={feL|VYoecHo(f)=f}

Alors, Uapplication H — L7 est une bijection de S dans L dont la bijection réciprogue
est donnée par M — G(L/M).

Un des intéréts de 1'étude du groupe de Galois différentiel G' de (1.2) est qu’il mesure
les relations algébriques entre les solutions yq, ..., y, de (1.2) et leurs dérivées successives.
L’idée est que plus G est « gros », moins il y a de relations algébriques. Par exemple :

e G =GL, (C) si et seulement si

n—1 n—
yla"'7yn7y£7'”7y;u‘“uy£ )77y7(1 Y

sont algébriquement indépendantes sur C(z). Dans ce cas, dim (G) = n.

e G est fini si et seulement si toutes les solutions yj, ..., ¥, sont algébriques sur C(z).
Dans ce cas, dim (G) = 0.

Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme. Le degré de transcendance du corps de Picard-Vessiot K sur C(z) de (1.2)
est égal o la dimension du groupe de Galois différentiel de (1.2) :

dim (G) = degtr (K/C(z)).
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1.1.3 Théorie de Galois aux différences

Une théorie analogue a celle de la théorie de Galois différentielle mais pour des sys-
témes aux différences a été développée : notions de groupes de Galois aux différences,
correspondance de Galois, la mesure des relations algébriques etc. Elle est appelée théorie
de Galois aux différences et nous en faisons des rappels ci-dessous. Nous faisons référence
a [vdPS97, Chapter 1] pour plus de détails.

Corps aux différences

Un anneau aux différences est un couple (R, ¢) ot R est un anneau et ¢ : R — R un
automorphisme d’anneaux. Si R est un corps alors (R, ¢) est un corps auz différences.

Exemple 1.1.2. e Cas mahlérien. Soient p € N>,

K = Kpoo = U Kpn ol Kpn = C (Zl/pn)
n>0
et
¢, K — K
f(z) = f(F).
Le couple (K, ¢,) est un corps aux différences dont le corps des constantes est C.
Nous avons le méme résultat si K = J,»,C ((2'/7")) ou K =5, C (") ou K
est le corps des fonctions méromorphes en 1 par exemple. Par contre, si K = C(z)
ou K est le corps des fonctions méromorphes en 0 alors (K, ¢,) n’est pas un corps
aux différences puisque ¢, : K — K n’est pas surjectif.
e Cas des g¢-différences. Soit K le corps des fonctions rationnelles C(z). Le couple
(K,0,) ou ¢ € C a un module différent de 1 et

o, K — K
f(z) = [flgz)

est un corps aux différences dont le corps des constantes est C. Nous avons le méme
résultat si K est le corps des fonctions méromorphes sur C par exemple.

(1.4)

e Cas des 7-différences. Soient 7 € C* et K = C(z). Le corps K muni de l'auto-
morphisme f(z) € K — f(z + 7) est un corps aux différences dont le corps des
constantes est C.

Deux anneaux aux différences (Ry, ¢1) et (Rq, ¢2) sont isomorphes si il existe un iso-
morphisme d’anneaux ¢ : Ry — Ry tel que po1 = dop.

Un anneau aux différences (Rg, ¢o) est une ectension d’anneau aux différences d’un
anneau aux différences (Ry, ¢1) si Ry est une extension d’anneau de R et P2(r, = ¢1-

Deux extensions d’anneau aux différences (Ry, ¢1) et (Ra, ¢2) de (R, ¢) sont isomorphes
sur (R, ¢) si il existe un isomorphisme d’anneaux ¢ : Ry — Rj tel que pp = idg et
PP1 = Pap.

Un anneau aux différences (Ry, ¢1) est un sous-anneau auz différences d’'un anneau
aux différences (Ra, ¢2) si (Ra, ¢2) est une extension d’anneau aux différences de (R, ¢1).
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Anneau (total) de Picard-Vessiot

Soit (R, ¢) un anneau aux différences. Par abus de notation, on le notera souvent R.
Un idéal de R qui est stable par ¢ est un idéal auzx différences de (R, ¢). L’anneau des
constantes R? de 'anneau aux différences (R, @) est défini par

R*:={feR|o(f) = f}.

Si R est un corps, R? est un corps appelé corps des constantes.

Soit (k, @) un corps aux différences. On suppose que son corps des constantes
C =k

est algébriquement clos et que la caractéristique de k est 0.

On considére le systéme aux différences
p(Y)=AY avec Ae€GL, (k). (1.5)
D’apreés [vdPS97, Section 1.1], il existe une extension d’anneau aux différences R de (k, ¢)

telle que

L. il existe U € GL, (R) telle que ¢ (U) = AU (une telle matrice U est une matrice
fondamentale de solutions de (1.5));

2. R est engendré, en tant que k-algébre, par les coefficients de U et det (U)_1 :
3. les seuls idéaux aux différences de R sont {0} et R.

Un tel anneau aux différences R est appelé un anneau de Picard-Vessiot de (1.5) sur
(k,¢). 1l est unique a isomorphisme (d’anneaux aux différences sur (k, ¢)) prés.

Un anneau de Picard-Vessiot n’est pas sans diviseur de zéro en général. D’aprés
[vdPS97, Corollary 1.16|, on peut décomposer R en un produit direct d’anneaux
R=&,cxR, avec R, = Re,

ol

X = Z/tZ pour un entier t > 1;
pour tout x € X, e, est un idempotent de R ;

pour tout x € X, R, est un anneau sans diviseur de zéro;
e pour tout z € X, ¢ (€;) = €rt1y, ainsi ¢ (Ry) = Ryq1y-
Notons K l'anneau total des fractions de R :

K = @IEXKZ’

ol K, est le corps des fractions de R,. On peut vérifier que ¢ peut étre étendu de maniére
unique en un automorphisme d’anneaux de K. Ainsi, K est une extension d’anneau aux
différences de R, il est appelé anneau total de Picard-Vessiot de (1.5) sur (k,¢). On a
K?=C.

Si I'anneau de Picard-Vessiot R est sans diviseur de zéro, le corps K sera appelé corps
de Picard-Vessiot.
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Groupe de Galois aux différences
On note
Aut (K/k) = {o: K — K | o est un automorphisme et o, =id} .
Le groupe de Galois auz différences G sur (k,$) de (1.5) est
G:={ccAuwt(K/k)|poo=0c0¢}.

Pour tout ¢ € G, il existe un unique C (o) € GL, (C) tel que o (U) = UC (o)
(un calcul immédiat donne que U~'o (U) a des coefficients dans C). D’aprés [vdPS97,
Theorem 1.13|, la représentation fidéle

o€ G C(0)€GL, (C)

permet d’identifier G avec un sous-groupe algébrique de GL,, (C'). Si on choisit une autre
matrice fondamentale de solutions, on obtient une représentation conjuguée.
A Péquation aux différences

4" (y) + an10" " (y) + o+ agy =0 (1.6)
ol ag, ..., a, € k et apa, # 0, on peut associer le systéme aux différences
0 10 e 0
¢(Y) =AY avec Az)=| : 0 e GL, (k). (1.7
0 e e 0 1
Qg Ap—2 Ap—1
Gp, ap, (07%

Par définition, le groupe de Galois auz différences de l’équation (1.6) est le groupe de
Galois aux différences du systéme (1.7).

Correspondance de Galois
D’aprés [vdPS97, Theorem 1.29], il y a la correspondance de Galois suivante.

Théoréme 1.1.3. Soit F l'ensemble des sous-anneauzr aux différences F' de K tels que
k C F et tels que tout élément qui n’est pas un diviseur de zéro de F' est inversible dans
F. Soit G l'ensemble des sous-groupes algébriques de G. Alors,

o pour tout F' € F, l'ensemble G (K/F) des éléments o de G tels que op = id est un
sous-groupe algébrique de G ;

e pour tout sous-groupe algébrique H de G,
K" :={r€ K |VYo € H,o(r) =1}

appartient a F ;

e les applications F — G, F— G(K/F) et G — F, H— K sont inverses l'une de
["autre.
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1.1.4 Autres théories de Galois

Ces derniéres années, il y a eu ’émergence de nouvelles théories de Galois. Dans [CS07],
Cassidy et Singer ont posé les bases d’une théorie de Galois pour les systémes différentiels
linéaires dépendant de paramétres c’est-a-dire les systémes de la forme

oYy

% :A($,t1,...,tn)y (18)
ou A(x,ty,...,t,) est une matrice carrée dont les coefficients sont des fonctions de la
variable x et des paramétres ti,...,t,. Les groupes de Galois ne sont pas des groupes

algébriques comme dans la théorie de Galois différentielle mais des groupes différentiels
c’est-a-dire des groupes de matrices dont les coefficients sont des fonctions des paramétres
t1,...t, qui sont solutions d'un ensemble d’équations différentielles. Le groupe de Galois
de cette théorie, dit groupe de Galois différentiel paramétré, est un groupe de transfor-
mations qui préserve les relations algébriques d’un ensemble de solutions d'un systéme de
la forme (1.8) et de leurs dérivées successives pour toutes les variables. Dans ce cas, le
groupe de Galois mesure les relations algébriques mais aussi différentielles, par rapport
aux parameétres tq,...t,, entre ces solutions. Nous pouvons noter que le groupe de Ga-
lois différentiel paramétré est inclus dans le groupe de Galois différentiel et il est méme
Zariski-dense dans ce dernier ([HS08, Proposition 6.21]).

Depuis, les théories de Galois différentielles ([vdPS03]), aux différences ([vdPS97])
et différentielles paramétrées (|[CS07]) ont été englobées dans une théorie exposée dans
[HS08|. Ces théories sont trés puissantes et donnent lieu a des théorémes qui permettent
de nombreuses applications qui concernent notamment des résultats d’indépendance al-
gébrique ou d’hypertranscendance de solutions d’équations aux différences/différentielles.
Par exemple, grace & la théorie de Galois de [HS08|, il est montré dans [ADH21| que
les solutions f d’équations de Mahler, aux ¢-différences ou aux 7-différences qui peuvent
étre exprimeées comme des séries de Laurent (avec éventuellement des ramifications) sont
hypertranscendantes, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de relations algébriques entre f et ses
dérivées, sauf dans le cas ou la solution appartient au corps de base.

Des théories de Galois qui s’intéressent par exemple aux relations algébriques aux
différences qui existent entre les solutions des équations différentielles linéaires sont aussi
développées. Les personnes intéressées par ces théories pourront par exemple consulter
[AOT14, DVHW14, OW15| et trouveront dans I'introduction de [DVHW14] un résumé
des liens qui existent entre ces différentes théories, leurs applications et leurs limites.

1.2 Théoréme de densité de Schlesinger

L’intérét du groupe de Galois différentiel est qu’il donne des informations sur les rela-
tions algébriques entre les solutions d’une équation différentielle linéaire. Nous cherchons
donc & mieux connaitre les groupes de Galois différentiels. La monodromie, qui est une
notion venant de I’analyse, va s’avérer trés utile pour construire des éléments de ce groupe.
En particulier, le théoréme de densité de Schlesinger assure que sous certaines hypothéses,
le groupe de monodromie est Zariski-dense dans le groupe de Galois. Donnons quelques
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précisions sur ce théoréme. On considére le systéme différentiel
Y'(z) = A(2)Y(2), A(z) € M, (C(2)) (1.9)

Définition 1.2.1. Un point zg € C est un point singulier de (1.9) si c’est un pole de
A(z).
On pose t = 1/z et Y (t) := Y (z). Le point oo est un point singulier de (1.9) si t = 0
est un point singulier de
- 1. /1
Y'(t) = t2A (t) Y (t).
On note S les points singuliers de (1.9). Soient 29 € P (C)\ S, v:[0,1] — P (C)\ S
un chemin continu tel que 7(0) = zy = (1) et J une matrice fondamentale de solutions
de (1.9). Les coefficients de ) peuvent étre prolongés analytiquement le long de v et nous
notons v la matrice obtenue suite & ces prolongements analytiques. La matrice v) est
aussi une matrice fondamentale de solutions de (1.9) donc

V(2)Y(2) == M(v)

est a coefficients constants i.e. M(y) € GL, (C) et elle ne dépend pas de la classe d’ho-
motopie [y] du chemin 4. La représentation de m; (P! (C) \ S, 2)

Pmono © T (P1(C)\ S,20) — GL,(C)
7] = M([y]) == M(v)

est appelée représentation de monodromie et le groupe de monodromie, noté Gono, €st
I'image de cette représentation. Si G est le groupe de Galois différentiel de (1.9) sur
C(z) alors

Czmono C GGal‘

Cette inclusion peut étre stricte. Mais, nous pouvons en dire plus : nous allons voir que,
sous une certaine hypothése, Gono est Zariski-dense dans Ggy.

Définition 1.2.2. Le systéme (1.9) est dit singulier régulier en 0 si pour tous «, 5 € R
vérifiant |o — §] < 2, il existe € > 0 et une matrice fondamentale de solutions ) tels que
sur le secteur

Sape:={z€C"|arg(z) €la, f, |2] < €}

la croissance des coefficients de ) est modérée, c’est-a-dire que sur ce secteur, pour tout
coefficient g de Y, il existe N € Z et un réel ¢ > 0 tel que |g(2)| < c|z|V.

De méme, nous avons la notion de systéme singulier régulier en s € P! (C). Le systéme
(1.9) est dit singulier régulier si il est singulier régulier en s pour tout s € S, 'ensemble
des singularités de (1.9).

Théoréme (Schlesinger). Si le systéme (1.9) est singulier régulier alors le groupe de
monodromie est Zariski-dense dans le groupe de Galois différentiel i.e.

———7ar
Gmono = GYGaLl
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Nous pouvons noter que la preuve de ce théoréme utilise la correspondance de Galois
(voir [vdPS03, Theorem 5.8 pour plus de précisions).

Des généralisations de ce théoréme ont été données pour les équations aux g-différences
par Etingof puis développées par Duval, Ramis, Sauloy, Singer, van der Put (voir [vdPS97,
Sau03] pour plus de précisions). Ce théoréme de densité a aussi été étendu au cas des
équations différentielles qui ne sont pas singuliéres réguliéres, elles sont dites irréguliéres.
Dans ce cas, la monodromie seule ne suffit plus pour construire un groupe Zariski-dense
dans le groupe de Galois différentiel : il faut ajouter a la monodromie des automorphismes
de Stokes et des tores exponentiels pour avoir un tel sous-groupe, c’est le théoréme de
densité de Ramis, voir [vdPS03, Theorem 8.10]. Dans [Drel4al, Dreyfus montre 1’analogue
du théoréme de Ramis dans le cas paramétré.

Les applications de ces théorémes de densité sont essentiellement théoriques. Une de
ces applications est le probléme de Galois inverse, qui consiste a caractériser les groupes
algébriques qui apparaissent comme groupes de Galois différentiels ou aux différences.
Pour plus de précisions, voir par exemple [Kov71, TT79, MS96| pour la théorie de Galois
différentielle (des rappels historiques sur I'avancée du probléme inverse dans le cadre
différentiel sont donnés dans l'introduction de [MS96]) et [Eti95, vdPS97] pour celle aux
q et 7-différences. Dans le cadre de la théorie de Galois différentielle paramétrée, une
réponse au probléme inverse de Galois est donnée dans [Drelda]. Le théoréme de densité
permet aussi de mieux cerner la structure du groupe de Galois tannakien de la catégorie
des équations différentielles et aux ¢ et 7-différences.

Le calcul des groupes de Galois est une des difficultés majeures en théorie de Galois.
Des algorithmes ont été développés pour en calculer, voir par exemple [Kov86, Hen98,
AHMRW11, Drel4b, BCWDV16, Arr17, HMO17, Fen18, Roq18, DW19]. Certains calculs
de groupes de Galois utilisent des analogues des théorémes de densité de Schlesinger ou de
Ramis, voir notamment [BH89, DM89, Mit96, vdH07, Roq08], ce qui donne un exemple
d’application non théorique de ces théorémes de densité.

1.3 Systémes singuliers réguliers

Dans cette section, nous faisons des rappels sur les caractéristiques des systémes sin-
guliers réguliers.

La seule hypothése du théoréme de densité de Schlesinger est que le systéme considéré
est singulier régulier. Il a été étendu au cas des systémes irréguliers mais cela a un cofit :
les matrices de monodromie ne suffisent plus a engendrer un sous-groupe Zariski-dense
dans le groupe de Galois (voir Section 1.2). L’étude des systémes singuliers réguliers a un
autre intérét : leurs solutions ont de bonnes propriétés analytiques, contrairement au cas
irrégulier. Nous rappelons que le systéme différentiel (1.9) est singulier régulier en 0 si la
croissance des coefficients d’une matrice fondamentale de solutions de (1.9) est modérée
en 0 (voir Définition 1.2.2).

Définition 1.3.1. Soient k := C({z}) le corps des séries de Laurent convergentes au
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voisinage de 0, § := Zd%: et A, B € GL,, (k). Les systémes différentiels
oY =AY et 0Y =BY
sont dit k-équivalents si il existe P € GL,, (k) tel que
B =§(P).P '+ PAP™.
Cette définition de 1’équivalence est naturelle puisque si ces deux systémes sont équi-
valents et que ) est solution de §Y = AY alors P) est solution de Y = BY.

Proposition 1.3.2. On considere le systéeme
Y = AY, AeGL,(C({z})). (1.10)

Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Le systéme (1.10) est singulier régulier en 0.

2. Le systeme (1.10) est C({z})-équivalent 4 un systéeme de la forme §Y = BY ou B
est une matrice dont les coefficients sont des fonctions holomorphes en 0.

3. Le systeme (1.10) est C({z})-équivalent a un systéme de la forme Y = CY ou
C € GL, (C).

Nous disons que I’équation différentielle linéaire
" (y) + an-10"""(y) + -+ aoy =0 (1.11)

ou a; € C({z}), 0 <i < n—1, est singuliére réguliére en 0 si le systéme différentiel associé
(i.e. celui avec la matrice compagnon de (1.11)) DPest.
De ce résultat découle le critére de Fuchs :

Proposition 1.3.3. L’équation (1.11) est singuliére réguliere en O si et seulement si les
a; sont holomorphes en 0.

Remarque 1.3.4. Nous avons des propriétés analogues & celles données ci-dessus pour
les systémes différentiels singuliers réguliers en s € P! (C) (voir [vdPS03, Section 5.1| pour
plus de précisions).

Pour les systémes aux g-différences, ce sont les points 0 et oo, points fixes de 'opérateur
04 : 2+ gz, qui vont jouer le role des singularités d'un systéme différentiel dans I’analogue
du théoréme de densité de Schlesinger. Nous avons dans ce cadre des résultats qui font
écho a ceux des équations différentielles linéaires. Nous les rappelons pour le point 0, ceux
en oo s’en déduisant par le changement de variable z — 1/z.

Définition 1.3.5. Soient k := (C({z}) et A € GL,, (k). Le systéme aux g-différences
oY = AY. (1.12)

est singulier régulier en 0 si il est k-équivalent & un systéme de la forme o,Y = CY ou
C € GL, (C) i.e. il existe P € GL,, (k) tel que

C =o,(P) AP,
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Remarque 1.3.6. Nous avons une définition analogue pour les systémes de Mahler : il
suffit de remplacer I'opérateur o, par 'opérateur de Mahler ¢,.

D’aprés [HSS16, Theorem 3.1.7, p127|, le systéme (1.12) est singulier régulier en 0 si et
seulement si il admet une matrice fondamentale de solutions ) telle que ) et Y~! ont une
croissance modérée le long des g-spirales. Cela signifie que pour toute demi-spirale cqg™
le long de laquelle les coefficients f de ) et Y ! sont définis, ils vérifient f(z) = O (|z|™)
le long de c¢g™™ pour un m € Z. De plus, une caractérisation de ces systémes grace a la
forme des matrices fondamentales de solutions est donnée dans [Sau00, Section 1.3.2].

Nous connaissons des marqueurs d’irrégularité pour les systémes différentiels, aux g-
différences et de Mahler. Plus précisément, si un systéme différentiel est irrégulier en 0 nous
ne pouvons pas construire ses solutions a l’aide des séries formelles et des briques de base
(puissances de z, logarithme etc), il faut rajouter les fonctions de la forme exp (P(1/z)),
P € C[X]. Si un systéme aux g¢-différences est singulier régulier en 0 alors ses solutions
laissent apparaitre un quotient équilibré de fonctions ©, de Jacobi ou

O,(z2) == Z(—l)”q*”("*l)/zz”.
nez
Par exemple, les fonctions de base sont

0,(2)
O,

Gq(z)
O, (c71z)’

l(2) =2 et eg0(2) =

elles vérifient o, (¢) = ¢ + 1 (il joue un role analogue au logarithme) et o, (e,.) = ceye,
¢ € C (il joue un role analogue aux puissances de z), voir [Sau00, Section 0.1]. Dans le cas
irrégulier, il n’y a plus cet équilibre. Par exemple, la fonction ©, de Jacobi est solution
de l'équation o,(y) = —qzy, qui est irréguliére en 0. Pour les systémes de Mahler, il y a
aussi un marqueur d’irrégularité. En effet, les solutions des systémes de Mahler singuliers
réguliers en 0 peuvent étre construites a ’aide des solutions des systémes de Mahler
constants et des séries de Puiseux tandis que pour les irréguliers, d’aprés [Roq20], il faut
ajouter a cela les séries de Hahn c’est-a-dire I’ensemble des séries de la forme ) . a,2",
avec a, € C et N'C Q, dont le support {n € N'| a, # 0} est un ensemble bien ordonné.
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Chapitre 2

Théoréme de densité dans le cas
régulier

Dans ce chapitre, nous construisons un sous-groupe dense dans le groupe de Galois
d’une équation de Mahler réguliére en 0, en 1 et en co : nous établissons donc un analogue
du théoréeme de densité de Schlesinger dans le cas particulier des équations réguliéres.
Pour cela, nous utilisons la théorie de Picard-Vessiot, notamment la correspondance de
Galois de la théorie de Galois aux différences. Ce qui suit s’organise de la fagon suivante.
Dans la Section 2.1, nous faisons des rappels sur le revétement universel de C* et sur le
logarithme In défini sur cette surface. Dans la Section 2.2, nous introduisons les solutions
d’un systéme de Mahler régulier ainsi que des matrices de connexion de Birkhoff. Nous
construisons ensuite dans la Section 2.3 des corps de Picard-Vessiot dans le cas particulier
des équations de Mahler réguliéres et, grace aux matrices de connexion de Birkhoff, nous
explicitons des éléments du groupe de Galois d'une équation de Mahler réguliére. Puis,
nous montrons qu’ils engendrent un sous-groupe Zariski-dense dans le groupe de Galois
d’une équation réguliére (Théoréme 2.3.12).

2.1 Revétement universel de C* et fonctions méromorphes

2.1.1 Revétement universel de C*

On note
Cr:={(re”,b) | r>0,b e R} C C* xR,
c’est une surface de Riemann.
Soit -
T C~* — C*
(re®,b) — re®.
L’espace C* muni de 7 est le revétement universel de C*.

On note M (@) I’ensemble des fonctions méromorphes sur C* , ce sont des fonctions

holomorphes de C* dans P! (C).

25
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On note -
Yo :={(re®,b) |0 <r<1,beR} CC,
Yoo 1= {(reib,b) |r>1,b¢€ R} c C*
et B -
1:=(1,0) € C~.
2.1.2 Fonctions puissances définies sur C*
Soit p € N>o. L’application

Op C* — C
(reib,b) — (re“’,b)p = (Tpeipb,pb)

est holomorphe et bijective. Comme ¢, (I) =1, elle induit une bijection

dp: €\ {1} = C\ {1},
L’inverse de ¢, est
ot C* — C*
ib ib NP (b
(re ,b) — (re ,b) = (r Pe ,p).
2.1.3 Logarithme défini sur C*
On définit

In: C* — C
(re®,b) +— 1In(r)+ib,

elle est bijective, holomorphe et sa réciproque est holomorphe : c¢’est un isomorphisme de
surfaces de Riemann. On remarque que

T = exp oln.

On remarque aussi que In (T) =0etlno Op = pl?l c’est-a-dire

VZeCr, In(3)=ph(3).

Remarque 2.1.1. Si In désigne le logarithme principal, I’égalité In (2?) = pln(z) est
fausse en général. Elle est vraie si on se restreint aux z € C\ R™ tels que |arg(z)| < 7.

Pour avoir des résultats locaux, au voisinage de 1 par exemple, on_peut utiliser le
logarithme principal In. Mais, globalement, cette remarque et le fait que In est un isomor-
phisme motivera dans la suite le choix de In plutét que celui du logarithme principal.
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2.1.4 Fonctions méromorphes sur C~

Si g est une fonction méromorphe sur C* alors on peut considérer la fonction
go¢,: Cx—= C*,

elle est méromorphe.
Si g est une fonction méromorphe sur C* alors on peut considérer la fonction

goln:C*\ {1} -» P (C),

elle est méromorphe.
Si g est une fonction méromorphe sur C alors on peut considérer la fonction

goln:C* - P'(C),
elle est méromorphe.
On peut identifier les fonctions méromorphes sur C* avec des fonctions méromorphes
sur C* : -
it M(@C) = M ((C*)
f —  form.
On notera
mTM(C) ={fom|[feM(C)}
Iimage de 7, elle est constituée des g € M (@) qui sont 2m-invariants en b. Cette iden-

tification entre M (C*) et 7* M (C*) est compatible avec z — 2P, que I'on note aussi ¢,,
i.e. on a le diagramme commutatif

M (C*) LE2TE (o) (2.1)

M(C) Sgmmr M(C)
Alinsi,
GpOT =T O Q.

Le corps M <@) muni de l'application g (2) — g (zP),

(M(T). 5@ =36),
est un corps aux différences. D’aprés le diagramme commutatif (2.1),
(MA(C), f(2) = [ (7))
est un sous-corps aux différences de (./\/l (@) , G (2) — 5(3—”))
Soit £ un ouvert de P! (C), on note
T M(E) ={for|fe M(E)}
On note D := D(0,1) le disque unité ouvert et D := D(0,1) le disque unité fermé.
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Lemme 2.1.2. Soit E=D ou E=P!'(C)\D. Si h € ™M (E) alors ho¢, € "M (E).
Démonstration. Si h € 7* M (E) alors il existe g € M (E) tel que h = gom. On a donc

hogy=gomod,=god,on

par le diagramme commutatif (2.1). Or, go ¢, € M (E) ainsi ho ¢, € 7" M (E). ]
Lemme 2.1.3. On a les égalités

M (6) A7 M (D) = 7 M (C), (2.2)

M (6) N M (P! (C)\ D) = #*M (P' (C) \ {0}) (2.3)

M (6) A M (D) Nw*M (P (C)\ D) = ©*M (P (C)) = °C(z).  (2.4)

Démonstration. Montrons I'égalité (2.2). Puisque nous avons 7*M (C) C 7*M (D) et
M (C)Cc M <C*> alors

M (C) C M (6) N M (D).

Soit f € M (@) N*M (D). 1l existe donc g € M (D) tel que f = n*g = g om. Puisque

f=gom=goexp oln € M <@v*) et In : C* — C est une bijection holomorphe, alors
goexp € M (C). En utilisant que exp : C — C* est une fonction holomorphe surjective,
on déduit que g € M (C*). On a donc obtenu que f = g o avec

geM(D)NM(C) =M(C),

ce qui prouve 'égalité (2.2).
On montre de méme 'égalité (2.3). L’égalité (2.4) découle des égalités (2.2) et (2.3)
et du fait que
M (P'(C)) = C(z).

2.2 Equations de Mahler réguliéres en 0, 1 et oo

On rappelle que p € N>,. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert de
P! (C) et de C* respectivement. Par abus de notation, on notera aussi ¢, la fonction

op ¢ f(2) — f(2P) et la fonction ¢, : g (2) — g (ZP).
Définition 2.2.1. Un systéme de Mahler est un systéme de la forme

6 (V) = AY (2.5)

avec A € GL,(C(z)). L’entier n € N* est la dimension du systéme (2.5).
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Définition 2.2.2. Soit 29 € {0, 1,00}. Le systéme (2.5) est dit régulier en zo si A a des
coefficients analytiques en zg et A (29) = I,,.

Soit A € GL,(C(2)). On considére le systéme régulier en 0, 1 et oo
¢, (V) =AY ou A(0)=A(1l) = A(c0) = I,. (2.6)

On cherche a le résoudre au voisinage des points z =0, z =1 et 2 = o0.
Par abus de notation, on notera 7*(2.6) le systéme

b, (?) — (*A)Y.
2.2.1 Solutions en 0 et en ’'infini

+oo N —1
Nous considérons les matrices Y0 (z) = [] A (ij) définie dans un voisinage de 0
=0

+oo A —1
et Yl 2) =[] A (z”J> définie dans un voisinage de I'infini. D’aprés la proposition sui-
j=0

vante, Y(©) (respectivement Y () est une matrice fondamentale de solutions & coefficients
méromorphes en 0 (respectivement en U'infini) de (2.6).

Proposition 2.2.3. Les matrices YO et Y(*) sont des matrices fondamentales de solu-
tions du systéme (2.6). On a :

Y ) (2) = HA(zpf)—l € GL, (M (P (C)\ D)).

De plus, les coefficients de YO et Y(*) sont des fonctions rationnelles ou ils ont le cercle
unité comme frontiere naturelle.

Démonstration. Montrons que Y©) satisfait ces propriétés. Grace au changement de va-
riable z — 1/, le résultat pour Y (*) s’en déduit. D’aprés le théoréme du vecteur cyclique
(voir Théoréme 4.3.1), il existe P € GL, (C(z)) tel que ¢, (P) AP~ := Acomp est une
matrice compagnon. D’aprés un théoréme de Randé (voir ([Ran92, Théorémes 4.2, 4.3]
ou [BCR13, Theorem 2])), comme PY® est une matrice fondamentale de solutions du
systéme ¢,(Y) = AcompY’, ses coefficients sont des fonctions rationnelles ou des fonctions
méromorphes qui ont le cercle unité comme frontiére naturelle, ce qui conclut. O

Corollaire 2.2.4. En reprenant les notations introduites en Proposition 2.2.3,

YO .=vOorg=mvY©® e GL, (7*M (D))

et

Y(oo) — Y(OO) o = W*Y(OO) c GLn (W*M (]P)l ((C) \E))

sont solutions du systéme 7*(2.6).
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2.2.2 Solution en 1

En faisant le changement de variable z = exp(u) dans le systéme (2.6), on obtient le

systéme aux g-différences
X(pu) = B(u) X (u)

ou X(u) = Y(exp(u)) et B(u) = A(exp(u)). De plus, la condition A(1) = I,, est équiva-
lente & B(0) = I,,. Pour les équations aux ¢-différences, on a le résulat suivant (voir par
exemple [vdPS97, Lemma 12.4]).

Proposition 2.2.5. La solution G(u) = [[ B(p~*u) du systeme auz g-différences
k>1

X(pu) = B(u)X (u) (2.7)

ot B(u) = A(exp(u)), A étant la matrice du systéme (2.6), a des coefficients holomorphes
dans un voisinage de 0.

Corollaire 2.2.6. La matrice YV (2) := G (El (E)) = [[ A (Ep7k> est une solution

k>1
du systéme 7(2.6) a coefficients méromorphes sur C*.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, la matrice G a des coefficients holo-
morphes dans un voisinage de 0. Cette matrice est une solution de 1’équation (2.7), cela
permet de prolonger ses coefficients en des fonctions méromorphes sur C. Ainsi, YD a
des coefficients méromorphes sur C*. m

2.2.3 Matrices de Birkhoff
Définition 2.2.7. Soient
YO e GL, (x*M (D)), YW e dL, (M (6)) ., Y™ e GL, ("M (P' (C) \ D))

les solutions du systéme 7*(2.6) construites aux Corollaires 2.2.4 et 2.2.6.
La matrice de connexion de Birkhoff entre 0 et 1 est

CO .= yO-1y O ¢ GL, (M (%)) .
La matrice de connexion de Birkhoff entre oo et 1 est
C) = y D=1y () ¢ GL, (M (Zs)) -
Proposition 2.2.8. Les matrices de connexion de Birkhoff CO ¢t O vérifient
bp (6@) =CD sur ¥,
pour i € {0,00}.

Démonstration. Soit i € {0,00}. Comme Y® et Y1) sont solutions du systéme 7*(2.6),

5, <5(z’)) —4, (;7(1))‘1 s, (37(@) =TT (1 A) 7 (A T = GO,
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2.2.4 Equivalence rationnelle

On considére les systémes réguliers en 0, 1 et oo :

6, (Y) = AY, A€ GL, (C(2)) (2.8)

et
¢, (Y)=BY, BeGL,(C(z)). (2.9)

Soient

Vi € GL, (M (D)), Vi € GL, (M (TF)), Vi € GL, (v"M (P' (C)\ D))

les solutions du systéme 7%(2.8) construites aux Corollaires 2.2.4 et 2.2.6. On introduit
les matrices de connexion de Birkhoff du systéme 7*(2.8) :

CV=yP-1y® e GL, (M (Z0))
B = PP € GL, (M (2.).

On définit de méme CZ(BO) et 51(300) pour le systéme 7*(2.9).
Dans cette section, nous allons répondre a la question suivante : Quelles informations
les matrices Cg)) et Cﬁloo) nous donnent-elles sur le systéme (2.8) 7

Définition 2.2.9. On dit que les systémes (2.8) et (2.9) sont rationnellement équivalents
si il existe R € GL, (C(2)) tel que ¢, (R) = BRA™'.

Proposition 2.2.10. $i C) = CW et C = C%) alors les systemes (2.8) et (2.9)
sont rationnellement équivalents.

Démonstration. Soit _ o
R = Yg)Yfgl)_l. (2.10)

Les égalités B N B B
V=0 et C0F=0C%

impliquent L
R=YV9" sur %, (2.11)
R=Y VP sur %, (2.12)

Les égalités (2.10), (2.11), (2.12) montrent respectivement que
ReqL, (M (6)) R € GL, ("M (D)) et R € GL, (v*M (P! (C) \ D)).
Le Lemme 2.1.3 garantit que R = 7*R ot R € GL, (C(2)). De plus,
- - ~ -l <~ -
6 (B) = 6, (7)) 6, (F10) " = (e B) TPV () = (@ B) R (wA) .

Alinsi,

¢, (R) = BRA™",
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2.3 Théoréme de densité pour les équations de Mahler
réguliéres en 0, 1, oo

2.3.1 Construction de corps de Picard-Vessiot

Soient
YO ¢ GL, (r*M (D)), ?ﬂ>eGLnQM(6ﬂ>, Y € GL, (M (P' (C) \ D))

les solutions du systéme 7*(2.6) construites aux Corollaires 2.2.4 et 2.2.6.
Soit
k:=Ug>1kg avec kg=m"C (zl/d) .

Soit p € N>o. On munit le corps k de 'application

by: ko k
fG) = f(@).

Le corps des constantes du corps aux différences (k, ¢,) est
k% = C,
il est donc algébriquement clos. La caractéristique de £ est 0.
Soit B
Ly =k (V)
I’extension de corps de k engendrée par les coefficients de la matrice Y©. De méme, on

note _ ~
Li=k(Y®) et Lo=k(VE).
On munit aussi ces trois corps de l'application ¢, : f (2) — f(ZP).
Lemme 2.3.1. Soit f une fonction méromorphe en 0. Si ¢,(f) = f alors f € C.

Démonstration. Puisque f est méromorphe en 0, elle peut s’écrire

f(z)= > apz* avec kg € Z et ay, € C.
k>ko

L’égalité ¢,(f) = f se réécrit
Z apPt = Z apz®. (2.13)
k>ko k>ko

L’égalité entre les plus bas degrés de (2.13) donne pky = ko donc ky = 0. Par 1’égalité
(2.13), si p ne divise pas k alors a, = 0 et si p divise k alors ay/, = aj. Ainsi, si p” est la
plus grande puissance de p divisant k,

ap = Ag/p = ... = Qp/pn = 0.

Finalement, f = ay € C. O
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Proposition 2.3.2. Soit Ry la k-algébre engendrée par les coefficients de YO ef de

~ -l
det (Y(0)> . L’anneau auz différences (R, ¢p,) est un anneau de Picard-Vessiot de 7*(2.6)
sur (k,¢p). Ainsi, le corps auz différences (Lo, ¢,) est un corps de Picard-Vessiot de
(2.6) sur (k,¢,).

Démonstration. Comme Ry est sans diviseur de zéro et que Ly est le corps des fractions
de Ry, si Ry est un anneau de Picard-Vessiot de 7%(2.6) sur (k, ¢,) alors (Lo, ¢,,) est un
corps de Picard-Vessiot de 7*(2.6) sur (k, ¢,). Pour montrer que Ry est un anneau de
Picard-Vessiot de 7*(2.6) sur (k, ¢,,), d’aprés [vdPS97, Corollary 1.24], il suffit de montrer
que les propriétés suivantes sont vérifiées :

e Ry n’a pas d’éléments nilpotents ;

le corps des constantes de Ly, noté Lﬁp, est k% (i.e. C);

il existe une matrice fondamentale de solutions de 7*(2.6) dans GL,, (Ry);
e Ry est la plus petite k-algébre vérifiant ces trois propriétés.

Seule I'inclusion Lg)p C C du deuxiéme point n’est pas immédiate, montrons-la. Soit
feLl={heLy|¢y(h)=h}
Puisque f € Ly, f est de la forme g o 7 ol
g = i)ozigi avec a; € Ug>1C (27) et g; € M (D).

Il existe donc d € N»; tel que pour tout i € {0,...,n}, a; € C (2%/?). Ainsi, ¢q (o;) € C(2)
et puisque ¢4 (g;) € M (D) alors

¢a(g) € M(D).

Puisque f = g o, légalité ¢, (f) = f donne ¢,(g) = g. On obtient que
Py (Ga(g)) = dal9)-

Par le lemme précédent, ¢4(g) € C donc g€ Cet f =gom e C. ]
De méme, on peut montrer la propositon suivante.

Proposition 2.3.3. Si R, est la k-algébre engendrée par les coefficients de Y () et

de det <}7(°°)> , Uanneau aux différences (R, ¢p) est un anneau de Picard-Vessiot de

(2.6) sur (k, ¢p). Ainsi, le corps auz différences (Loo, ¢p) est un corps de Picard-Vessiot

de m(2.6) sur (k,¢,).
Lemme 2.3.4. Soit f une fonction méromorphe en 0. Si f(pz) = f(2) alors f € C.

Démonstration. La fonction f peut s’écrire sous la forme

+o00
f(z) = > apz® avec a;, € C.
k=Fo
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Si f(pz) = f(z) alors

> st = 3w
k=ko k=ko
et cela implique que p¥a, = aj. Ainsi, a, = 0 pour tout k£ # 0 d’ott f = ag € C. n

Proposition 2.3.5. Soit Ry la k-algébre engendrée par les coefficients de YD et de
~ -1

det (Y) . L’anneau auz différences (R, ¢,) est un anneau de Picard-Vessiot de 7*(2.6)

sur (k,¢p). Ainsi, le corps auzr différences (Lq,¢,) est un corps de Picard-Vessiot de

7*(2.6) sur (k, ¢p).

Démonstration. Comme pour la preuve de la Proposition 2.3.2, le seul point non immédiat
est l'inclusion

LY cC,
~ ~ ~-1
montrons-la. Puisque L; C M (C*), sife L(f” alors f = goln avec g := foln € M (C)
et g(pz) = g(z) pour tout z € C. Par le lemme précédent, g € C d’on f € C. O
On note

G :=Gal (L1/k) ={o € Aut (L1 /k) | 0, = ¢p0}
le groupe de Galois du systéme (2.6).

2.3.2 Reésultats préliminaires

Lemme 2.3.6. Si on a [’égalité
> 9ifi=0
j=1

ot les f; sont des fonctions méromorphes sur C* et les gj le sont sur Xy avec ¢, (g;) = g,
alors

> g (@) f;=0
j=1
pour tout u € ¥g qui n'est pas un pole des g;, j € {1,...,n}.

Démonstration. Soit u € ¥y qui n’est pas un pole des g;. On note hy la fonction méro-
morphe sur C* définie par

ha =Y g; (@) f;.
j=1

Comme u*/?" — T1et que les f; sont méromorphes au voisinage de 1 € C* alors il existe
n—-+0o

ng € N* tel que pour tout n > ng, les ©'/?" ne sont pas des poles des f;j- Par hypotheése,

g; (@) = g; (uP) donc g; () = g; ("/*") et

Vn > ng, hg (ﬂl/pn) = hg/pm (ﬂl/pn) = 0.
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Ainsi ) ) .
0= hg (ﬂpTO> = hg <a7’"0+1> =..=hg (ﬂp”O*'L) = ..

Comme hg est méromorphe sur C* et a une infinité de zéros qui s’accumulent en 1, elle
est nulle. n

Lemme 2.3.7. Si on a [’égalité
> gifi=0
j=1

ot f; € M (D) et g; € M (o) avee ¢y (g;) = g; alors
> g (@) f;=0
=1

pour tout u € ¥y qui n'est pas un pole des g;, j € {1,...,n}.

Démonstration. Soit u € ¥y qui n’est pas un pole des g;. On note
ha =Y _g; (@) f;.
j=1

Par définition, hy € 7*M (D). Comme 7 (7)) — 0 et que f; € 7™M (D), il existe

n——+o0o
no € N* tel que pour tout n > ng, les u?" ne sont pas des poles des f;. Par hypothése,

g; (@) = g; (W) donc g; (@) = g; (") et
Vn >ng, hg (@) = hge (@) = 0.
Comme hy € M (D), il existe kz € M (D) tel que hy = kg o 7 donc
0= ks (m (@) =k (7 (@) ) = o = ke (7 (@) ) = ..

Ainsi, kz est méromorphe sur D et a une infinité de zéros qui ont un point d’accumulation
en 0, elle est donc nulle d’ot1 Ay est nulle. O

Lemme 2.3.8. Si on a [’égalité
> gihif; =0
j=1
ot hj € k := Ugs1m*C (2Y7), f; € T*M (D) et g; € M (o) avec ¢, (g;) = g; alors

> gi (@) hif; =0
j=1

pour tout u € Xy qui n'est pas un pole des g;, j € {1,...,n}.
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Démonstration. On rappelle que 1’on note

FGE) = f(E).

Il existe d € N>; tel que pour tout j € {1,...,n}, ¢4 (h;) € 7*C(z). Par hypothése, on a
donc que

> balgihif;) =0
j=1

avec ¢q (h;) € mC(z) C @M (D), ¢a(f;) € ™M (D) (par le Lemme 2.1.2) et avec
¢a (g5) € M () vérifiant ¢, (¢a (9;)) = ¢a (g;). Par le lemme précédent,

ZQJ de (hjfj) = (2.14)

pour tout u € £ tel que v := u?

par (;5;1, on obtient

n’est pas un pole des g;. En composant 'égalité (2.14)

Zgj v)hif; =0

pour tout v € ¥4 qui n’est pas un pole des g;, 7 € {1,...,n}. O

2.3.3 Construction d’éléments du groupe de Galois

On rappelle que k := Ugs17*C (2V/9).
Notation 2.3.9. Soit ¢ € {0,1,00}. On introduit ’ensemble I, des polynomes P de n?
variables sur k tels que P (?(5)) P (;fo},. ,@412,. ,@ff)l,. o @fﬁl) = 0 ot les @fj) sont

les coefficients de la matrice Y introduite au Corollaire 2.2.4 pour ¢ € {0,00} et au
Corollaire 2.2.6 pour ¢ = 1.

On introduit les deux matrices de connexion de Birkhoff du systéme (2.6) :
o C'(O ) =1y () 505 coefficients sont méromorphes sur Y.
o O = ym)-ly(e *) ses coefficients sont méromorphes sur Yo

On rappelle qu’elles vérifient
&, (5(0)) —CO et ¢, <5<oo>> _ (i)
Jusqu’a la fin de la section 2.3.3, on fixe i € {0, c0}.

Théoréme 2.3.10. Soit u € X; qui n’est pas un pole de CW. I existe un unique Mmor-
phisme d’extension de corps de k,

Ta(l) : Lz — L1
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qui G chaque coefficient de Y@ associe le coefficient correspondant de Yoo (w). On
notera dans la suite, pour simplifier,

Tg) L

y ()

De plus, si C) (w) est inversible alors Ta(i) est un wsomorphisme de corps.

— Iy
o TGO @).

Démonstration. L’unicité est claire, montrons 'existence. Soient X = {x;};icq1,n) des
indéterminées sur £ et

o;  k[X] = K[Y]

I'unique morphisme de k-algebres tel que ¢;(X) = Y@, Puisque I; = ker(y;), ¢; induit
un isomorphisme de k-algébres :

@ik [X] /L — kYO,
On obtient de méme un isomorphisme

B k[X] /L — kYD),
Le morphisme de k-algébres

v k(X)L — k[X]/L
P(X) = P(XCO @)

est bien défini car si P(X) € I, alors 0 = P <}7(i)> =P ()7(1)5(“), cette derniére égalité
provenant du fait que Y@ = YO C®_ On rappelle que Y a des coefficients méromorphes

sur @, C@ a des coefficients méromorphes sur X; et ¢, (5(“) =C®. On remarque que

kc M (C*). On obtient donc que P (}7(1)5(“ (ﬂ)) = 0 soit P (Xé(i) (ﬁ)) € I, par le
Lemme 2.3.6 (appliqué directement pour le cas i = 0 et appliqué suite au changement de
variable Z — 1/Z pour le cas i = 00).

De plus, si C) (%) est inversible, 1 est un isomorphisme puisque 'application suivante
est son inverse

E(X]/I, — k[X]/I
P(X) — P (Xé(i) (a)‘l) .

Par le Lemme 2.3.8, elle est bien définie. On peut donc considérer le diagramme commu-
tatif suivant :

kX)L ——k[X]/I,
k:fW] p—— K[Y O]

u

Il est clair que 7" = Z7Y%; ! étendu en un morphisme de k (f““) dans k <§N/(1)) posséde
toutes les propriétés requises. ]
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Corollaire 2.3.11. Soient @,0 € %; tels que C9 (@) et CO (D) soient bien définies et
inversibles. On consideére
N —1
7'5(1)7'%2) Ly — Iy
YO s YOOO (3)CO (@)t

N a—1
Alors T»EZ)Tug) eq.

v

2.3.4 Théoréme de densité

Le théoréme suivant est I'analogue du théoréme de densité de Schlesinger pour les
équations réguliéres.
-1
©_ 07",

Théoréme 2.3.12. Soit I' e groupe engendré par l'ensemble des applications 7" 1,

-1 ~ ~ ~ ~
Tg(oo)%(oo) 0t U,V € Xy el T, € Voo sont tels que CO (), CO (v), C) (F) et O ()

sont définies et inversibles. Le groupe I' est Zariski-dense dans le groupe de Galois G :

G=T.

Démonstration. Par la correspondance de Galois, il faut montrer que L? = k. Seule
inclusion L!' C k demande une justification. Soit h € L. Comme h € Ly, il existe une
fonction rationnelle P & coefficients dans k telle que

h:P(?m>. (2.15)

_ -1
Puisque h est fixée par tous les éléments de I', elle est en particulier fixée par les TE(O)TH(O) .

Ainsi, h(3) = P (?m (2)CO (%) CO (a)—1> . Pour & = 2, comme Y(NC©® = Y0,

h(Z) =P (57@ (3)C© (ﬁ)*) . (2.16)
De méme, comme h est fixée par les Téoo)ri(oo)_l, h(z)=P (17(1) (2) C©) () C>) (i)_1>
et pour y = z,

h(Z)=P (17<°°> () ¢ (@—1) . (2.17)

Il existe d € N3 tel que ¢4(P) a des coefficients dans 7*C(z). Par 'égalité (2.15), h est
méromorphe sur C* donc ¢4(h) U'est aussi. Par le Lemme 2.1.2 et 'égalité (2.16), ¢q4(h) se
prolonge en une fonction méromorphe sur 7*M (D). Et, par le Lemme 2.1.2 et 1'égalité

(2.17), h se prolonge en une fonction méromorphe sur 7*M (P (C) \ D). Par le Lemme
2.1.3, ¢4(h) € 7*C(z) donc h € k. O

On peut donner une version matricielle de ce théoréme. On identifie G avec un sous-
groupe algébrique de GL,, (C), comme rappelé en Section 1.1.3, et on identifie I" au groupe
engendré par les matrices
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CO @) CO (@)~ et C) () C (7)~!
ol U, T € By et T, J € T sont tels que CO (7), CO (), C) (F) et C) (7) sont définies
et inversibles. Par le Théoréme 2.3.12, I" est Zariski-dense dans le groupe de Galois G :
G=T.
On montre ci-dessous que le groupe de Galois G est connexe.
Proposition 2.3.13. Le groupe I' est connexe.

Démonstration. Soient
Ey:={ti€ Sy | C© (@) est définie et inversible}

et
By = {T € Yo | O™ (F) est définie et inversible}.

On note T'® (respectivement T'(>)) le groupe engendré par les matrices C© (3) C© (7)™
pour tout (%,7) € E2 (respectivement C©) () C* (7)™" pour tout (z,7) € E2). Ce
sont des sous-groupes de GL,, (C). On note

CO@2):=CO@)CO @ et C(F7) :=C (7)C (7))

pour tous u,v € Ey, T,y € Fu.
Le groupe I'® est connexe par arcs pour la topologie standard. En effet, si M; € T'©
et M, € T alors on peut écrire

n2

H CO (g, 0y) et My = H cO) (@, )

k=1

pour certains ug, uy, Uk, 0, € Ey et ny,n2 € N. On a cO (g, ur) = I, on peut donc
supposer que n; = ny. Pour tout k € {1,...,n1}, on peut trouver un chemin 7; dans E?
qui relie les points (g, Uy) et (i}, v},) puisque Ey est égal a T privé des singularités de
C© qui sont en nombre fini. 1l existe donc un chemin dans T'© qui relie C© (@, 7)) &
CO (@, ;). Ainsi, il existe un chemin reliant M; et M, dans I'©).

On montre de méme que '™ est connexe par arcs pour la topologie standard. Par
définition, I est le groupe engendré par les groupes I'©) et T(>). Puisque I, € IO 0T
le groupe I' est donc connexe par arcs. Le groupe I' est en particulier connexe pour la
topologie standard, il est donc connexe pour la topologie de Zariski. O

Corollaire 2.3.14. Le groupe de Galois G est un groupe algébrique qui est connece.
Démonstration. D’aprés le Théoréeme 2.3.12,
G=T.

D’apreés la Proposition 2.3.13, I' est connexe donc G 1'est aussi. O
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Chapitre 3

Théoréme de densité dans le cas
singulier régulier

Dans ce chapitre, nous étendons le théoréme de densité du Chapitre 2, Théoréme
2.3.12, aux équations de Mahler singuliéres réguliéres en 0, 1 et oo. Nous établissons donc
un analogue du théoréme de densité de Schlesinger pour les équations de Mahler. Pour
cela, nous utilisons la théorie des catégories tannakiennes. Remarquons que nous obtenons
donc une nouvelle démonstration du Théoréme 2.3.12. Ce chapitre est une version francaise
détaillée de article [Pou21] et il s’organise de la maniére suivante. La Section 3.1 contient
des résultats sur les équations de Mahler singuliéres réguliéres aux points 0, 1 et co. Dans
la Section 3.2, nous faisons des rappels sur les critéres de densité concernant les groupes
et les groupoides. La Section 3.3 contient des prérequis sur les catégories des modules
et des systémes aux différences et nous introduisons la catégorie des systémes de Mahler
singuliers réguliers en 0, 1 et co. Les Sections 3.4 et 3.5 sont consacrées a la théorie de
Galois locale et globale respectivement. Dans la Section 3.6, nous montrons le théoréme
de densité pour les groupoides de Galois des équations de Mahler singuliéres réguliéres en
0, 1 et co.

3.1 Systémes de Mahler singuliers réguliers

Définition 3.1.1. Une matrice A est dite réguliere en x € C si ses coefficients sont
analytiques en x et A(z) € GL, (C). La matrice A est dite réguliére en oo si A(1/z) est
réguliére en 0.

3.1.1 Au voisinage de 0

On considére le systéme de Mahler
6(Y) = AY (3.1)
avec A € GL,, (C({2})).

Définition 3.1.2. Le systéme (3.1) est dit fuchsien strict en 0 si A est réguliére en 0.

41
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Définition 3.1.3. On dit que le systéme (3.1) est méromorphiquement équivalent en 0
au systéme
¢p(Y) = BY

avec B € GL,, (C({z})) si il existe T" € GL, (C({z})), appelée transformation de jauge,
tel que
B = ¢,(T) ' AT.

L’observation suivante justifie 'introduction de cette relation d’équivalence.

Remarque 3.1.4. Soient Z une solution du systéme (3.1) et T € GL,, (C({z})) alors

¢, (T72) = ¢,(T) T AT T Z.
=B

Ainsi, T7'Z est solution du systéme ¢,(Y) = BY.

Définition 3.1.5. Le systéme (3.1) est dit singulier régulier en 0 si il est méromor-
phiquement équivalent en 0 a un systéme fuchsien strict en 0 c’est-a-dire si il existe

T € GL, (C({z})) tel que ¢,(T) "t AT soit réguliere en 0.
Dans la suite, on se fixe une norme [|.|| sur M,, (C) qui est sous-multiplicative.

Théoréme 3.1.6. On suppose que le systéme (3.1) est fuchsien strict en 0. Il existe un
unique F' € GL,, (C[[2]]) tel que F(0) = I, et

op(F)TAF = A(0). (3.2)

On a F € GL,, (C{z}).
Si on suppose de plus que A € GL,, (M (D)) alors F' € GL,, (M (D)).

Démonstration. On utilise un analogue de la méthode de Frobenius pour les équations
différentielles ordinaires. Contrairement au cas différentiel, on n’a pas besoin ici de traiter
différents cas selon les valeurs propres de A(0). On commence donc par construire une
solution formelle, comme cela a été fait en [Roq18, Proposition 34|, et on prouve ensuite
la convergence de la solution formelle. On cherche F' € M,, (C][z]]) tel que

AF = 6,(F)A(0)
{ F(0) = 1I,,. (3:3)

On note
+o0 +o0
F(z)=1,+ Z FzF = Z F,z"
k=1 k=0

avec Fy =1, et

+oo
A(z) = Z Ap2F.
k=0
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On développe les produits matriciels de I'équation A(2)F(z) = F (2*) A(0),

+o0 k +o0
Z (Z Aij_j> Zk == Z FkA()Zpk.
k=0 \j=0 k=0

En identifiant les coefficients, on obtient donc que

k
Vk/’EN, (p)(k:) = ZAij—j :0>
=0

J

k
=0

Le systéeme d’équations (3.3) admet donc une unique solution F' définie récursivement par
=1,

k
Vk € N, (pJ( k’) = Fk = —Aal (ZlA]Fk_]>
j:

pi
VZ € N*, Fpi - AalﬂAO - Aal (Z A]Fp1]> .
j=1

\

Montrons la convergence de F. Soient fi, = |[F|[, ar = [[Ag][, b := [|[AgY]]. On
introduit la suite (f">n>o définie par

fo=fo
VneN* f,=b

n—1

(n—i +ao) fi
i=0

Une récurrence immédiate montre que pour tout k € N, 0 < f, < fi. Pour montrer que
“+o00o

les coefficients de F' convergent, il suffit de montrer que S fzz* converge. Or, on a
k=0
. foo +oo j—1 o +00  +00 o
S(z) = Z i = fo+ bz Z (aj—i +ao) fiz) = fo+ bz Z (aj—; + ao) fi2’.
j=0 j=1 i=0 =0 j=i+1
On obtient donc
S(z) = fo+bS(2) (Z a; 2’ + ag ZZJ) :
j=1 j=1

Ainsi, S(z) = et S est le développement en série entiére a

Jo
+0o ) +oo
1=0b( > a;27+ap ),
j=1 =1

J J
Porigine de cette fonction holomorphe, elle a donc un rayon de convergence non nul.
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Il reste & montrer que si A € GL,, (M (D)) alors F' € GL,, (M (D)). Notons p le rayon
de convergence de F et prenons z € D(0, p). Par (3.2), on obtient que

F(z) = A71(2)..A7! (zpk> F (zpkﬂ) AT

On remarque que si z € D alors il existe £ € N tel que e D(0, p). On déduit de cette
égalité que F' peut étre prolongé méromorphiquement a D. Ce prolongement dépend a
priori de k£ mais ’équation fonctionnelle vérifiée par F' nous dit que ce n’est pas le cas. [

Corollaire 3.1.7. Si le systéme (3.1) est singulier régulier en 0 et A € GL,, (C(2)) alors
il existe Fy € GL,, (M (D)) et Ao € GL,, (C) tels que

b (Fo) " AF, = A,.

Exemple 3.1.8. Le systéme de dimension 1

op(y) = ay avec a(z) = %

est singulier régulier en 0. La fonction fo(z) = Y 2#" vérifie
n>0

op(fo) tafo =1,

elle est méromorphe sur D mais elle ne peut pas étre prolongée en une fonction méro-
morphe au-dela du cercle unité.

En général, le cercle unité €’(0,1) est une frontiére naturelle. D’aprés un théoréme de
Bernard Randé ([Ran92, Théorémes 4.2, 4.3], [BCR13]), une fonction qui est solution de
I'équation de Mahler (3) est rationnelle ou elle a le cercle unité comme frontiére naturelle.

Remarque 3.1.9. Si le systéme (3.1) est singulier régulier en 0, on peut donc ramener
I’étude de ses solutions a celles d’un systéme a coefficients constants. En effet, Z est une
solution de ¢,(Y) = ApY si et seulement si FyZ est une solution de ¢,(Y) = AY puisque

¢p (F()Z) == ¢p (FQ) A()Z - A(FgZ)
Expliquons maintenant comment résoudre un systéme de Mahler & coefficients constants,
o, (Y)=0CY, CeGL,(C). (3.4)

Pour plus de détails, voir [Roql18, Section 5.2]. On considére des fonctions ¢, e., ¢ € C*
satisfaisant

Op(0) =L+1 et ¢p(e.) = cee.

Par exemple, on peut poser £(z) = loglog(z)/log(p) et e.(z) = log(z)8l®)/108(r)  Soit,
C = C,Cs la décomposition de Dunford multiplicative de C, c’est-a-dire que C,, (res-
pectivement Cj) est unipotente (respectivement semi-simple) et les matrices C,, Cs com-
mutent. Soit P € GL, (C) tel que P7'C,P := D = diag(dy, .. .,d,) est diagonale ou on
note dy, . ..,d, ses coefficients diagonaux. On écrit

ec, = Ct :=exp (Llog(C,)) et ec, = Pdiag(eq,,...,eq,) P,
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ils satisfont ¢, (ec,) = Cuec, et ¢, (ec,) = Csec,. On pose ec 1= ec,ec,. En utilisant les
conditions de commutativité, on a

pr (60) = Oec.

La matrice ec est une matrice fondamentale de solutions de (3.4).

3.1.2 Au voisinage de l’infini

On considére le systéme de Mahler
6(Y) = AV (3.5)
avec A € GL,, ((C ({%}))

Définition 3.1.10. Le systéme (3.5) est dit fuchsien strict en Uinfini si A est réguliére
en oo.

Définition 3.1.11. Le systéme (3.5) est dit singulier régulier en l'infini si il est méromor-
phiquement équivalent en l'infini, i.e. via une transformation de jauge T' € GL,, ((C ({%})),
4 un systéme fuchsien strict en I'infini.

En utilisant le changement de variable z — 1/z, on obtient des résultats similaires
& ceux obtenus au voisinage de 0, dans la Section 3.1.1. En particulier, on déduit du
Corollaire 3.1.7 le résultat suivant.

Corollaire 3.1.12. Si le systéme (3.5) est singulier réqulier en infini et A € GL,, (C(2))
alors il eziste Fi, € GL,, (M (P*(C)\ D)) et A € GL, (C) tels que

Gy (Foo) " AFy = A

3.1.3 Au voisinage de 1

Etudions maintenant les équations de Mahler singuliéres réguliéres en 1. On considére
le systéme de Mahler

6p(Y) = AY (3.6)

avec A € GL,, (C({z — 1})).
On définit, comme précédemment en 0 et en l'infini, la notion de systéme fuchsien
strict en 1 et de systéme singulier régulier en 1.

Définition 3.1.13. Le systéme (3.6) est dit fuchsien strict en 1 si A est réguliére en 1.

Définition 3.1.14. Le systéme (3.6) est dit singulier réqulier en 1 si il est méromorphi-
quement équivalent en 1, i.e. via une transformation de jauge 7' € GL, (C ({z —1})), a
un systéme fuchsien strict en 1.
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Afin d’étudier le systéme (3.6), on le transforme en un systéme aux g¢-différences en
posant z = exp(u) :
X (pu) = B(u)X (1) (3.7)

avec B(u) = A (exp(u)). Localement, pour transformer ce systéme aux g¢-différences en
un systéme de Mahler (3.6), on pourra utiliser le logarithme principal In car il est biho-
lomorphe entre un voisinage de 1 et un voisinage de 0. Mais, globalement, on ne pourra
plus utiliser In, on considérera donc le logarithme In défini sur C*, le revétement universel
de C* (voir Section 2.1.3).

Notation 3.1.15. On rappelle que
C* = {(re®,b) | r>0,b € R}

et que

In: C* —- C
(re®,b) +— In(r) +ib

est holomorphe et bijectif. B
On rappelle aussi que 7 := expoln et que si W est une matrice & coefficients méro-
morphes sur C*, on note pour z € C*,

TW (3) = W (7 (3))).

D’aprés [Sau00, Section 1.1, on a le résultat suivant.

Lemme 3.1.16. Soit B € GL, (M (C)) réguliere en 0. Il existe G € GL, (M (C)) et
Co € GL, (C) tels que
G(pu) ' B(u)G(u) = Cy.

[llustrons ce résultat avec un exemple.

Exemple 3.1.17. On considére le systéme aux ¢-differences

X(pz) = B(=)X(2) avec B(z):(g e;fp(é?). (3.8)

La matrice B est réguliére en 0. D’apreés [Sau00, Section 1.1], afin de construire les matrices
G € GL, (M (Q)) et Cy € GL,, (C) telles que G(pz) ' B(2)G(z) = Cy, il y a deux étapes
qui sont similaires & la méthode de Frobenius pour les équations différentielles ordinaires :

e On transforme le systéme (3.8) en un systéme non résonnant a l'origine
Y(pz) = C(2)Y (2),

c’est-a-dire un systéme tel que C' est réguliére en 0 et deux valeurs propres distinctes

A
A et u de C(0) sont telles que — n’appartient pas a Iensemble pZ. Cela se fait
i
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en utilisant des matrices inversibles a coefficients constants (); et des matrices de
“shearing” Sy qui sont de la forme

. Z]l 0
s (4 0).

Plus précisément, X peut s’écrire X = Q151...Q,.S, Y et C(z2) = M (pz) ' B(2) M(z).
————

=M
De plus, par construction, la matrice C'(0) a les mémes valeurs propres que B(0)
modulo pZ. Dans notre exemple, les valeurs propres de B(0) sont 1 et p, le systéme

(3.8) est donc résonnant a l'origine. En suivant [Sau00, Section 1.1], on pose
(1 1/(1-p) [z 0
Q= (O 1 et S = 0 1)
Ils satisfont Q' B(0)Q = diag (p, 1) et si M := QS,

O(2) = (M(p2) ™ B(z)M(2) = (3 eiﬁ)z))

ou g(z) = EXP(Z)_iz;(fI)lz) 2(22) ost holomorphe sur C. Le systéme Y (pz) = C(2)Y (2)

est non résonnant a l'origne.

e Il existe une unique matrice H € GL,, (M (C)) telle que H(0) = I,, et
H(pz)'C(2)H(z) = C(0).

Les coefficients du développement en série de H sont déterminés par une relation
de récurrence.

Les matrices G := M H et Cy := C(0) satisfont les conditions requises.

Théoréme 3.1.18. On suppose que le systéme de Mahler (3.6) est fuchsien strict en 1
et A € GL, (C(2)). Il existe F, € GL, (/\/l (@)) et Cy € GL, (C) tels que,

b, <E)_1 (A F, = Gy,

Démonstration. On transforme le systéme (3.6) en le systéme aux g-différences (3.7),
d’aprés le lemme précédent, I} := G o In convient. O

Exemple 3.1.19. On considére le systéme de Mahler

¢,(Y) =AY avec A(z):@ Z2>, (3.9)

z

il est fuchsien strict en 1. Avec les notations de I’Exemple 3.1.17, puisque 7*A = B o 1;1,
— ~ -1 —
la matrice Fy := G o In satisfait ¢, (Fl) (m*A) Fy = Cy.



48 CHAPITRE 3. THEOREME DE DENSITE, LE CAS SINGULIER REGULIER

Corollaire 3.1.20. Si le systéme (3.6) est singulier régulier en 1 et A € GL,, (C(z)) alors
il existe Ay € GL,, (C) et Fy € GL, <./\/l (C*)) tels que

6 (F) @A) F = A

Afin de prouver le théoréme de densité de Schlesinger ou un analogue de ce théoréme,
les deux principales approches sont la théorie de Picard-Vessiot et la dualité tannakienne
(voir par exemple [vdPS97, Sau03]). Dans [vdPS97, Theorem 1.32], les auteurs ont prouvé
qu'un groupe de Galois dans la théorie de Picard-Vessiot peut étre vu comme un groupe
d’automorphismes d’un certain foncteur fibre w, c’est-a-dire le groupe Aut® (w). Ainsi, un
groupe de Galois est un groupe de Galois tannakien. De plus, deux foncteurs fibres définis
sur une méme catégorie tannakienne neutre sont isomorphes donc ces deux théories coin-
cident. Dans la suite, on utilise 'approche tannakienne. L’objectif de la section suivante
est de faire des rappels sur des définitions et des critéres de densité que I'on utilisera dans
cette partie, dans le cadre d’une approche tannakienne.

3.2 Critéres de densité pour les groupoides

Dans cette section, nous énoncons les critéres de densité pour les groupoides. !
Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.

3.2.1 Groupoides de Galois d’une catégorie tannakienne

Soit C une catégorie tannakienne neutre sur k. Tous les foncteurs fibres w considérés
dans cette section sont supposés a valeurs dans k,

w:C — Vect! (k).

Groupoides de Galois

Définition 3.2.1. Le groupoide de Galois de la catégorie tannakienne neutre C est la
catégorie ayant pour objets les foncteurs fibres, et pour morphismes, les isomorphismes
tensoriels de foncteurs fibres.

Soit X un objet de C et (X) la sous-catégorie tannakiennne de C engendrée par X' (i.e.
la plus petite sous-catégorie pleine de C contenant X et un objet identité, qui est stable
par produits tensoriels, sommes directes et par passages au dual, aux sous-objets et aux
quotients). Le groupoide de Galois de X' est un groupoide ayant pour objets les wjx) ot w
est un foncteur fibre pour C (i.e. les restrictions des foncteurs w a la sous-catégorie (X)),
et pour morphismes, les isomorphismes tensoriels des foncteurs fibres wjxy. On le note

Gal (&X).

1. Un grand merci & Jacques Sauloy qui a répondu & mes nombreuses questions sur les groupoides de
Galois et dont les remarques ont permis d’améliorer cette section.
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En particulier, le groupoide de Galois G d’une catégorie tannakienne neutre est une
petite catégorie dans laquelle tout morphisme est un isomorphisme : c’est un groupoide
au sens de la théorie des catégories. On verra que ce groupoide est muni d’une structure
algébrique supplémentaire : une structure de groupoide proalgébrique. Dans la section
suivante, on rappelle les définitions de groupes et groupoides proalgébriques.

Définitions : groupes et groupoides proalgébriques
Pour plus de détails sur les groupes proalgébriques, on pourra consulter [Kov73|.

Définition 3.2.2. Soient GG un groupe et S un ensemble non vide de sous-groupes nor-
maux de G. On suppose que pour tout H € S, G/H est muni d’une structure de groupe
algébrique sur k. On dit que (G, S) est un groupe proalgébrique si il vérifie :

1. si HHH' € Salors HNH € S;

2. si H € S alors les H € S tels que H C H' sont exactement les images inverses
par l'application canonique ¢ : G — G/H des sous-groupes algébriques normaux de
G/H;

3. 81 H,H € Setsi HC H',laprojection canonique G/H — G/H' est un morphisme
de groupes algébriques ;

4. Tapplication naturelle G — lim G/H est une bijection de G sur la limite projective

H
des groupes G/H,H € S.

On appelle S l’ensemble de définition de G.
Dans la suite on notera parfois G au lieu de (G, S).

Comme expliqué dans [Ser60, Section 2.1], les deux premiéres conditions expriment
une condition de saturation pour I’ensemble S (analogue & celles d’un atlas dit complet
pour une variété). On peut remplacer les deux premiéres conditions (1) et (2) par la
condition

(1 —2)". S est un ensemble filtrant décroissant
puisqu’il existerait dans ce cas une seule maniére de prolonger cet ensemble S pour le
rendre “complet”; c’est-a-dire vérifiant toutes les hypothéses de la définition précédente.

Exemple 3.2.3. Un groupe algébrique G sur k est un groupe proalgébrique dont 1’en-
semble de définition S est 'ensemble des sous-groupes algébriques sur £ de G' qui sont
normaux.

On a la définition suivante (voir [Kov73, Chapter I, Section 2] et plus particuliérement
[Kov73, Proposition 12]).

Définition 3.2.4. Soient (G, S5) et (G',S") deux groupes proalgébriques et ¢ : G — G’
un morphisme de groupes. On dit que ¢ est un morphisme de groupes proalgébriques si il
satisfait les conditions suivantes :
e pour tout H' € S, "' (H') € S;
e les applications G/¢~'(H') — G’/H’ induites par ¢ sont des morphismes de groupes
algébriques.
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Définition 3.2.5. Soient G un groupe proalgébrique et V un k-espace vectoriel de di-
mension finie. On dit qu’un morphisme de groupes p : G — GL(V) est une représentation
d’un groupe proalgébrique G si p est un morphisme de groupes proalgébriques.

Pour la définition suivante, voir [Kov73, Proposition 4].

Définition 3.2.6. Soit (G, S) un groupe proalgébrique. On dit que G’ est un sous-groupe
fermé du groupe proalgébrique G si pour tout H € S il existe un sous-groupe algébrique
fermé G’ de G/H tel que :

e si HC H' avec H,H' € S alors I'image de G’ dans G/H' par la projection cano-
nique est égale a G, ;

/: 1 ! .
o (& lim Gy
Cette définition est justifiée par le résultat suivant, voir [Kov73, Proposition 5].

Proposition 3.2.7. Soit (G,S) un groupe proalgébrique. Un sous-groupe fermé G' du
groupe proalgébrique G est un groupe proalgébrique ayant pour ensemble de définition

S ={G'NH|HEeS.

Définition 3.2.8. On dira qu’un ensemble a une structure de schéma affine sur £ si c’est
I’ensemble des points sur k£ d’'un schéma affine sur k.

On rappelle que la notion de “groupes proalgébriques” et de “schémas en groupes affi-
nes” sur un corps k algébriquement clos sont équivalentes dans le sens suivant : les schémas
en groupes affines de type fini sur k£ sont des généralisations des groupes algébriques sur k.
Ainsi, en passant a la limite projective, un groupe proalgébrique s’identifie naturellement
& un schéma en groupes affine. Réciproquement, un schéma en groupes affine G sur k
définit un groupe proalgébrique, qui est la limite projective de groupes algébriques G;
(voir [vdPS03, Corollary B.17| pour plus de précisions). Ainsi, le groupe des points sur k
du schéma en groupes affine G est la limite projective des groupes des points sur k des
G; (car cela peut étre pris point par point, rappelé en [BHHW21, Section 2.1]). Etant
donné que k est algébriquement clos, le groupe des points sur k des G; s’identifie & G;.
Ainsi, le groupe des points sur k£ du schéma en groupes affine G est naturellement muni
d’une structure de groupe proalgébrique et cette donnée suffit & déterminer le schéma en
groupes affine.

Définition 3.2.9. Une petite catégorie C dans laquelle tout morphisme est un isomor-
phisme (i.e. un groupoide au sens des catégories) est appelée groupoide proalgébrique
(respectivement groupoide algébrique) si les conditions suivantes sont vérifiées pour tous
z,y,z € Obj(C) :
e tous les Hom¢ (x,y) ont une structure de schémas affines sur k (respectivement de
schémas affines de type fini sur k) ;

e les applications de composition
Home (z,y) x Home (y, z) — Home (z, 2)

sont des morphismes de schémas affines ;
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e le morphisme identité Id, € Home (z,x) est I'unité Spec(k) — Homge (z,z) du
schéma en groupes affine Home (z, x) ;

e les inverses Home (x,y) — Home (y, 2) sont des morphismes de schémas affines.

Notation 3.2.10. Soit G un groupoide dont les objets sont les éléments de la classe Obj.
Si a,b € Obj, on note G(a,b) 'ensemble des morphismes de G de a dans b.

Définition 3.2.11. Soit G un groupoide dont les objets sont les éléments de la classe
Obj. Une représentation du groupoide G est un foncteur Z : G — Vectf(k;) qui associe
a a € Obj un k-espace vectoriel de dimension finie V,, et qui associe & x € G(a,b) une
application linéaire de V, dans V}.

Si G est un groupoide (pro)algébrique. Une représentation du groupoide (pro)algébrique
G est une représentation du groupoide G telle que les applications G(a,b) — Hom (V,, V})
sont des morphismes de schémas affines sur k.

Structure de groupoide (pro)algébrique des groupoides de Galois

Théoréme 3.2.12. Soient C une catégorie tannakienne neutre, w un foncteur fibre de C
et (X) la sous-catégorie tannakienne engendrée par un objet X de C. On note g (X) 1= nx
st g = (ny>yeObj(<X>) € Aut® (WWO)' Le morphisme

Aut (w (X))

Aut® (wx))
g g(&)

_>
|_>
est injectif. Il identifie le groupe Aut® (W\<X>) a un sous-groupe algébrique, noté G (X), du

groupe linéaire Aut (w (X)) ~ GL,, (k), n étant le rang de X i.e. la dimension du k-espace
vectoriel w (X).

Pour toute k-algebre commutative R, il existe un foncteur tensoriel canonique
¢r : Vect! (k) — Modg, V ~V @ R.

Si wi,wy : C — Vect! (k) sont deux foncteurs tensoriels alors on note Hom® (wy,w,) le
foncteur de k-algébres tel que

I‘IO_HI® (wl,wg) (R) = HOII’I® (¢R o Wi, ¢R e} (,UQ) .
De méme, on note Iso® (wy,w,) le foncteur de k-algébres tel que
Iso® (w1, w2) (R) = Iso® (¢ 0 wi, ¢ 0 wy)

et
Aut” (w) = Iso” (w,w) .

Remarque 3.2.13. D’aprés [DM82, Proposition 1.13], puisque (C, ®) est rigide, on a que

Ho_m® (Wh Wz) = IS_0® (Wh Wz) .
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D’aprés [DM82, Theorem 2.11], on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.14. Soient C une catégorie tannakienne neutre sur k et w : C — Vect! (k)
un foncteur fibre. Le foncteur de k-algebres Aut® (w) est représenté par un schéma en
groupes affine sur k, noté G'. De plus, le foncteur

C — Repr(G)
X eObj(C) ~p:ge@—g(X)eAut(w(X))
feHom (C)  ~ w(f)

est une équivalence de catégories tensorielles.

Corollaire 3.2.15. Le groupe G = Aut® (w) est le groupe des points sur k du schéma en
groupes affine G' : c’est un groupe proalgébrique qui est la limite projective des groupes
algébriques G (X) i.e.

GZI}ElG(X), X € O0bj(C).

Démonstration. Par le théoréme précédent, en notant A la k-algébre de G', G’ = spec(A),
Aut® (@) (k) = Hompyq (A, k) = G/(k).

Puisque Aut® (w) (k) = Aut®(w) = G alors G est donc le groupe des points sur k de G’.
C’est donc un groupe proalgébrique qui est la limite projective des groupes Aut® (w|< X>),
X € Obj (C), or ces groupes sont respectivement identifiés aux groupes algébriques G (X)
par le Théoréme 3.2.12 (voir [DM82, Proposition 2.8] pour plus de précisions).

Donnons quelques précisions supplémentaires sur la structure de groupe proalgébrique
de G. 51 g = (ny)yconjc) € G alors on note gx) = (My)yconja))- Pour tout X € Obj (C),
les morphismes

ryv: G — Aut® (w|<;(>)
g = Gux)

sont surjectifs (voir la preuve de [DM82, Proposition 2.8] : en notant Gy (k) := rx(G), il
est démontré que Aut® (wj(x)) = Ga(k)). L'ensemble S de définition de G est I'ensemble
des noyaux Ky de ces morphismes. Par le Théoréme 3.2.12, G/Ky est isomorphe au
groupe algébrique G (X). O

On identifiera par la suite G et G'. D’aprés [DM82, Theorem 3.2|, on a aussi ce
théoréme.

Théoréme 3.2.16. Soient C une catégorie tannakienne neutre sur k et wy, wy deux fonc-
teurs fibres a valeurs dans k, wy,wy : C — Vect! (k) . Le foncteur de k-algébres Is0® (wy, w,)
est représenté par un schéma affine H.

Corollaire 3.2.17. L’ensemble Iso® (w1,ws) des isomorphismes tensoriels de wy dans wy
est l’ensemble des points sur k du schéma affine H.

Par les corollaires 3.2.15 et 3.2.17, on obtient la proposition suivante.
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Proposition 3.2.18. Le groupoide de Galois de C est un groupoide proalgébrique.
On a aussi le résultat suivant.
Proposition 3.2.19. Le groupoide de Galois de X est un groupoide algébrique.

Démonstration. Soient X un objet de C et w, n deux foncteurs fibres a valeurs dans k.
L’ensemble
Iso? (wix), M)

est I'ensemble des points sur & d’un schéma affine de type fini sur k puisque dans ce
cas Iso® (w,n) est représenté par H = spec(W) avec W une k-algébre de type fini (voir
[DM82, Theorem 3.2(a)]). Plus précisément, en reprenant les notations de la preuve de
[DM82, Theorem 3.2(a)|, on a dans ce cas W =7 (Py) ot Py € Obj ((X)) et la structure
tensorielle de C définit une structure de k-algébre sur W. O]

Structure de groupoide transitif : du groupoide au groupe proalgébrique

Définition 3.2.20. Un groupoide est dit transitif si aucun des ensembles d’isomor-
phismes entre ses objets n’est vide.

Exemple 3.2.21. Soit C une catégorie tannakienne neutre sur k. Le groupoide de Galois
G de C est transitif. En effet, les objets de G sont les foncteurs fibres w : C — Vect! (k) et
deux foncteurs fibres définis sur une méme catégorie tannakienne neutre sont isomorphes
(voir [Del90, 1.10] ou [DM82, p. 148-149)).

Proposition 3.2.22. Si un groupoide G est transitif alors G est une catégorie équivalente
a ses sous-catégories pleines.

Démonstration. Soient G’ une sous-catégorie pleine de G et . : G’ — G le foncteur
inclusion. Le foncteur . est plein et fidéle. Par transitivité de G, il est aussi essentiellement
surjectif. Ainsi, .# est une équivalence de catégories. O

Corollaire 3.2.23. Soient G le groupoide de Galois de C et w un foncteur fibre sur C
alors G est équivalent a la catégorie ayant un seul objet w et dont les morphismes sont
les éléments du groupe proalgébrique

Homg (w,w) = Aut® (w) .

On peut donc identifier le groupoide de Galois G' au groupe proalgébrique Aut® (w).
De méme, on peut identifier Gal (X), le groupoide de Galois d’un objet X de C, au groupe
algébrique G (X).

3.2.2 Théoréme de Chevalley et applications

Théoréme de Chevalley et applications aux groupes (pro)algébriques

Théoréme 3.2.24 (de Chevalley). Soient G un groupe algébrique affine sur k et H un
sous-groupe fermé de G. Il existe alors une représentation rationnelle p : G — GL(E), E
étant un k-espace vectoriel, et une droite D C E telles que

H={geG|plg)D =D}
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Démonstration. Voir [Bor91, p.89|. O

Dans la suite, pour alléger la terminologie, on utilisera le terme “représentation dun
groupe algébrique” au lieu de “représentation rationnelle d’un groupe algébrique”.

Corollaire 3.2.25. Si pour toutes les représentations p de G, les droites D qui sont
stables par le sous-groupe fermé H (i.e. si pour tout h € H, p(h)D = D) le sont aussi par
G, alors H = (.

Démonstration. Par le théoréme précédent, on obtient que
H={g9€G|plg)D=D}=0G,

la derniére égalité venant du fait que, par hypothése, D est aussi stabilisée par p(g) pour
tout g € G. m

La proposition suivante est ’analogue du Corollaire 3.2.25 pour les groupes proalgé-
briques.

Proposition 3.2.26. Soit G’ un sous-groupe fermé d’un groupe proalgébrique G. Si pour
toutes les représentations p du groupe proalgébrique G, les droites D qui sont stables par
G’ le sont aussi par G, alors G' = G.

Démonstration. En reprenant les notations de la définition d’un sous-groupe fermé d’un
groupe proalgébrique (G, S), Définition 3.2.6, on a

G =lim Gy = ﬂr;(G}I) avec Gy C G/H.

HeS

Supposons par 'absurde qu’il existe gy € G\G". Tl existe donc H € S tel que go € 75 (Gly)-
Par le Corollaire 3.2.25, il existe une représentation py de G/H et une droite D telles que

w=19€G/H | pu(g)D = D}.

Soit p := pyry, c’est une représentation du groupe proalgébrique G. En considérant
laction de p, la droite D est stable par G’. Mais, elle n’est pas stable par G puisque

p(90)D = pr (ru(go)) D
&Gy

n’est pas égal a D, ce qui est une contradiction. O]

Avant de donner un analogue du Corollaire 3.2.25 pour les groupoides proalgébriques
transitifs, nous faisons des rappels sur les représentations de groupoides transitifs.
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Des propriétés de représentations de groupoides transitifs

Lemme 3.2.27. Il y a une bijection naturelle entre les représentations % d’un groupoide
proalgébrique transitif G et les représentations p : G(x,x) — GL(V,) de l'un quelconque
de ses groupes G(z,x), v € Obj(G). Cette bijection n’est pas canonique, elle nécessite le
choiz de morphismes.

Démonstration. Si une représentation de G est donnée alors on en déduit une représen-
tation p de G(z, x).

On peut étendre une représentation p du groupe G(z, ) en une représentation de G.
Si GG a qu’un seul objet, qui est x, ceci est clair. Supposons que G a plusieurs objets. On
peut étendre p comme ceci :

e pour tout z; € Obj(G), on pose Z(x;) =V, € Vect! (k)
e pour tout h € G(z,x), on pose Z(h) = p(h);

e pour tout z; € Obj(G)\ {z}, on choisit un morphisme h; € G(x;, z) (un tel h; existe
car G est transitif) pour lequel on choisit Z(h;) € GL (V). Si x; = x alors on choisit
hi = id (donc Z(h;) = Id € GL(V,)).

Soient z;, z; € Obj(G), on définit
Vg € Glai,x5),  A(g) = Z(h;)"'p (highi') Z(hi).

On vérifie que c’est bien défini et que 'on obtient bien une représentation. Ces choix
déterminent entiérement une représentation de groupoides. 0

Remarque 3.2.28. Pour étendre p en une représentation de G, on a posé Z(z;) = V.
On aurait pu choisir un autre espace vectoriel V' (au lieu de V) mais V et V, doivent
étre des k-espaces vectoriels de méme dimension puisque les morphismes de G sont des
isomorphismes. De plus, si on fait d’autres choix de morphismes dans le troisiéme point
précédent, on étend p en une représentation R’ de G qui est conjuguée a R. En effet, si
on choisit k; € G(z;,z) et Z'(k;) € GL (V,), au lieu de h; € G(x;,x) et Z(h;) € GL (Vy),
on a

Vg € G(ai,x)),  #'(9) =R (k)" p (kyghi") #' (ki) = UR(g) ;"
avec U, := R (k) "R (k) = R’ (hi) ' R (h;) € GL (V).
On peut traduire le Lemme 3.2.27 de maniére plus intrinséque :

Corollaire 3.2.29. Le foncteur “restriction” 4 : Rep(G) — Rep(G) est une équivalence
de catégories entre la catégorie des représentations d’un groupoide proalgébrique transitif
G et la catégorie des représentations du groupoide G, ayant un seul objet x € Obj(G) et
ayant pour morphismes les éléments de G(z,x).

Démonstration. On peut montrer que le foncteur ¢ est fidéle et plein. Montrons qu’il est
essentiellement surjectif. Soit p une représentation du groupoide G, alors la représentation
2 construite dans la démonstration du Lemme 3.2.27 est telle que ¢ (Z) = p. O
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Remarque 3.2.30. Soient G le groupoide de (Galois d’une catégorie tannakienne neutre
sur k, notée C, et w un foncteur fibre pour C a valeurs dans k. D’aprés le Lemme 3.2.27 et le
fait que G est transitif (Exemple 3.2.21), on peut donc identifier Rep(G) avec la catégorie
des représentations du groupe proalgébrique Aut® (w), oit w € Obj (G). De plus, d’aprés
[DM82, Theorem 2.11], la catégorie C est équivalente a la catégorie des représentations
de Aut® (w), elle est donc équivalente & Rep(G). De maniére générale, si G’ est un sous-
groupoide proalgébrique transitif de G alors C est équivalente & la catégorie Rep(G').

Une application aux groupoides proalgébriques transitifs

Définition 3.2.31. Soit G un groupoide. Un sous-groupoide de G est un sous-groupoide
de G au sens des catégories.

Soit G un groupoide algébrique (respectivement proalgébrique). Un sous-groupoide
algébrique (resp. proalgébrique) H de G est un sous-groupoide de G tel que pour tous
z,y € Obj (H), H(x,y) a une structure de schéma affine sur & (resp. de schéma affine de
type fini sur k) et les compositions et les inverses sont des morphismes de schémas affines.

Soit H sous-groupoide (pro)algébrique d'un groupoide (pro)algébrique G. Le grou-
poide H a donc une structure de groupoide (pro)algébrique qui provient de celle de G.

Définition 3.2.32. On considére une représentation
Z: G — Vect! (k), x € Obj(G)~ V, € Obj (Vect! (k)),

d’un groupoide G et une famille de droites (Dy,),.copjq) avec Dy, C Vi,. Cette famille
de droites est dite globalement stable par G sous l'action induite par Z si pour tous
z;, z; € Obj(G) et tout g € G(x;, x;), on a

K (g) Dy, = Dy, .

Corollaire 3.2.33. Soient G un groupoide proalgébrique transitif et H un sous-groupoide
proalgébrique transitif de G tels que Obj(H) = Obj(G). Si pour toutes les représentations
X de G, les familles de droites (Dy,)q,conjc) qui sont globalement stables par H sont

aussi globalement stables par G, alors H = G.

Démonstration. Supposons par I'absurde qu’il existe deux objets x1,z9 de G tels que
g € G(x1,79) \ H (21, 72). Puisque H est transitif, il existe h € H (1, z2). Ainsi,

hg € G (x1,21) \ H (z1, 1) .

Par la Proposition 3.2.26, il existe une représentation p : G (1, 1) — GL (V) du groupe
proalgébrique G (z1,x1) et une droite D telles que D est laissée stable par H (z1, 1) mais
pas par G (z1, 7). Comme dans le Lemme 3.2.27, on peut étendre la représentation p en
une représentation % de G. On peut la choisir telle que la famille de droites (D, )z,conj(c)
est globalement stable par H mais pas globalement stable par GG : on peut par exemple
choisir Z telle que

o #(r;) =V pour tout z; € Obj (G);
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o sig e G (x,m), Z(g) = pl9);
e pour tout z; € Obj (G) \ {z1}, on choisit un h; € H (x;,x1) et on pose

% (h;) == Id € GL(V).

L’existence de cette représentation laissant D globalement stable par H mais ne laissant
pas D globalement stable par G est une contradiction. O

3.2.3 Ciritéres de densité

Soient C une catégorie tannakienne neutre sur k et w un foncteur fibre pour C a valeurs

dans k.

Pour les groupes

Définition 3.2.34. On dit qu’un sous-groupe H d’un groupe proalgébrique G est Zariski-
dense dans G si tout sous-groupe fermé de G qui contient H est égal a G.

On reprend les notations du Théoréme 3.2.12.

Théoréme 3.2.35. Soit H un sous-groupe de G = Aut®(w). On note, pour un objet X
de C, H (X) l'image de H dans G (X).

On suppose que pour tout objet Y de C, pour tout y € w(Y), si la droite vecty(y) est
stable par H () alors elle l’est aussi par G ().

On a alors :
e pour tout objet X de C, H (X) est Zariski-dense dans G (X)) ;
o H est Zariski-dense dans G.

Démonstration. Ce théoréme découle du Corollaire 3.2.25 et du fait que C est une catégorie
tannakienne neutre. Plus précisément, C est une catégorie tannakienne neutre sur k£ donc
elle est équivalente a la catégorie des représentations sur k de G (cf [DM82, Theorem
2.11]). On note

F :C — Repr(Q)

cette équivalence de catégories, .Z associe & X € Obj (C), la représentation p : g — g (X).
D’apres le Corollaire 3.2.25, on a donc que le plus petit groupe algébrique qui contient
H (X) est égal a G (X), ce qui conclut pour le premier point. Pour le deuxiéme point,
étant donné que H = liinH (X) (voir [Kov73, p.509]) et que d’aprés le premier point

H(X)=G(X),ona

0 =1lmG(X) =3,

la derniére égalité provenant du Corollaire 3.2.15. O]
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Pour les groupoides

Définition 3.2.36. On dit qu’'un sous-groupoide H d’un groupoide (pro)algébrique G
est Zariski-dense dans G si tout sous-groupoide (pro)algébrique de G qui contient H est
égal a G.

Théoréme 3.2.37. Soit G un groupoide de Galois d’une catégorie tannakienne neutre C
qui est transitif et soit H un sous-groupoide transitif de G tel que Obj(H) = Obj(G). On
note, pour un objet X de C, H (X) l’image de H dans G (X) := Gal (X).

On suppose que pour tout objet Y de C, pour tout w; € Obj (G), pour tout y; € w; (),
st les droites vecty(y;) sont globalement stables par H ()) alors elles le sont aussi par
G ().

Alors,

e pour tout objet X de C, H (X) est Zariski-dense dans G (X) ;
o H est Zariski-dense dans G.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 3.2.29, il y a une équivalence de catégories entre la
catégorie des représentations du groupoide transitif G et la catégorie des représentations
de Aut® (w), w € Obj (G). Or, cette catégorie est équivalente & la catégorie tannakienne
neutre C. On conclut, comme dans la preuve du Théoréme 3.2.35, grace au Corollaire
3.2.33. O

3.3 Systémes aux différences et modules aux différences

3.3.1 Catégories des modules et des systémes aux différences

Pour plus de détails, on pourra consulter [vdPS97, Section 1.4].

Soient K un corps de caractéristique 0 et ¢ : K — K un automorphisme de corps. On
étend ¢ a 'espace vectoriel des matrices a coefficients dans K en appliquant ¢ a chaque
coefficient des matrices.

La catégorie des modules aux différences

Définition 3.3.1. Un module auz différences sur le corps aux différences (K, ¢) est un
K-espace vectoriel M de dimension finie muni d’un automorphisme

Oy M — M
qui est ¢-linéaire, i.e.
Ve K\Vo,y € M, Qp(z+ Ay) = Pp(z) + ¢ (X) @y (y)
On le note (M, D).

Les objets de la catégorie des modules aux diffférences sont les modules aux différences
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Si (M, ®yy) et (N, Py) sont deux modules aux différences, les morphismes W de (M, ®y/)
dans (N, ®y) sont les applications K-linéaires W : M — N telles que oW = Wo d,, :

M -2
Jo s

Soit
Cx=K®={r e K|¢) =z}

le corps des constantes. D’aprés [vdPS97|, la catégorie des modules aux différences est une
catégorie tensorielle abélienne rigide C'k-linéaire. Le foncteur oubli, qui oublie la structure
aux differences, de la catégorie des modules aux differences dans la catégorie Vect! (K)
des K-espaces vectoriels de dimension finie

(M,(I)]V[) WM
[~

est un foncteur fibre. Ainsi, la catégorie des modules aux différences est une catégorie
tannakienne sur Ck.

Remarque 3.3.2. Si Ck est algébriquement clos, d’aprés [vdPS97, Section 1.4], la ca-
tégorie des modules aux différences est une catégorie tannakienne neutre sur Ck. Par la
théorie des catégories tannakiennes, cette catégorie est donc équivalente a la catégorie des
représentations d’un schéma en groupes affine.

Pour mieux comprendre ce qui suit, on donne ici plus de détails sur la structure
tensorielle de la catégorie des modules aux différences. Soient (M, ®ys) et (N, Py) deux
objets de cette catégorie. Leur produit tensoriel est (M @xg N, Ppp,.n) 00 Pprg, N est

I’automorphisme
(I)M(X)KN: Mg N — MgN
men — DPy(m)®@ dy(n).

Le K-espace vectoriel de dimension 1, noté 1 = Ke, muni de 'automorphisme ¢-linéaire
®; : e — e est un objet identité de cette catégorie et on peut vérifier que

Le Hom interne est
Hom ((Mv CI)M) ) (N7 (I)N)) = (HomK (Ma N) ) q)HomK(M,N))

ou Homg (M, N) est le K-espace vectoriel des morphismes K-linéaires de M dans N et
Pom e (m,n) st automorphisme ¢-linéaire

Priomg(m,n) : Hompg (M,N) — Hompg (M,N)
o — @Noaoq)jwl.
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Le dual de 'objet (M, ®y;) est 'objet Hom ((M, ®y/), (1, P1)) c’est-a-dire 'objet
(Homg (M, K)o € Homg (M, K) + 0 0o ®}; € Homg (M, K)) .

On remarque que la catégorie des modules aux différences est équivalente, en tant
que catégorie abélienne, a sa sous-catégorie pleine dont les objets sont les K-espaces
vectoriels K™, n € N. On note Diff (K, ¢) cette sous-catégorie. On identifie les morphismes
U € Homp;f 4 (K™, @), (K", @i )) avec des matrices de Mo, (K). On choisit
I’ordre suivant sur le produit tensoriel de deux bases ordonnées de K™ et K2, ny,ny € N*:

{1,...,n1}>< {1,...,n2} — {1,...,711712}
(il,ig) — 22+n2(21—1)

Cela donne les isomorphismes
Knl ®K KTLQ — Kn1n2 et Mnl,ml (K> ®K Mn2,m2 (K> - Mn1n27m1m2 (K>
Plus précisément, si A = (a; ;) € My, n, (K) et B = (b;;) € My, », (K) alors

al’lB aLnlB
A & B = S Mp1p2,n1n2 (K)

a’Pl,lB apl,mB

en utilisant I'identification précédente entre A ® B € M, »,(K) @k M, n, (K) et une
matrice de My, niny (/). Ce produit tensoriel sur les matrices est appelé produit de
Kronecker. Cette construction fournit une équivalence de catégories tensorielles abéliennes
entre la catégorie des modules aux différences et la catégorie Diff (K, ¢). Ainsi, Diff (K, ¢)
est aussi une catégorie tannakienne sur C'x avec le foncteur oubli comme foncteur fibre a
valeurs dans K.

La catégorie des systémes aux différences

Les objets de la catégorie des systémes auz différences sont les couples
(K™, A)

oun € Net A € GL, (K). L’entier n est appelé le rang de I'objet. Les morphismes de
I'objet (K™, A) dans objet (K™, B) sont les R € M, ,, (K) tels que

¢(R)A = BR.

Pour simplifier les notations, on notera souvent A l'objet (K", A). Cet objet est identifié
au systéme ¢(Y) = AY.
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La catégorie des modules aux différences et la catégorie des systémes aux
différences sont équivalentes

Comme la catégorie des modules aux différences est équivalente a Diff (K, ¢), pour
montrer I'équivalence annoncée dans le titre, il suffit de montrer que la catégorie des
systémes aux différences est équivalente a la catégorie Diff (K, ¢).

Proposition 3.3.3. La catégorie Diff (K, ¢) et la catégorie des systémes auzx différences
sont équivalentes par le foncteur F qui associe a un objet (K™, A) de la catégorie des
systémes auz différences, le module aux différences (K™, ®xn) € Obj (Diff (K, ¢)) 0t P gn
est application ¢-linéaire telle que

Ppn Y € K" A7 9(Y) € K™

Le foncteur F associe au morphisme R : (K™ A) — (K™, B) de la catégorie des sys-
temes auz différences, le morphisme

V:YeK"— RY €¢ K™

de la catégorie Diff (K, @).

Démonstration. Le foncteur % est bien défini sur les objets car ® g« est par construction
un automorphisme ¢-linéaire. Il est aussi bien défini sur les morphismes puisque ’égalité
®(R)A = BR équivaut a ®gn, o W =W o Pyen; :

¢(R)A=BR < B '¢(R) = RA™' & Py 0 U = W o Oy,

Le foncteur .# est une équivalence de catégories car ¢’est un foncteur :

e essentiellement surjectif. En effet, soit (K", ®xn) € Obj (Diff (K, ¢)). Soit (b:) ;1
la base canonique de K™ et on note A’ la matrice dont les colonnes sont les coefficients
des ®xn(b;) dans la base (b;),c( - Comme Pren est injectif, son noyau est réduit a
{0} donc A’ est une matrice inversible. Soit A := A"™! alors #(A) = (K", ®gn).

e plein et fidéle. Soit ¥ € Hom ((K™, ®gny ), (K™, ®gny)). Il existe un unique mor-
phisme R € Hom ((K™, A), (K", B)) tel que .#(R) = V¥ puisque R est la matrice
de I'application K-linéaire W par rapport aux bases canoniques de K"' et K"2.

]

L’équivalence entre la catégorie des modules aux différences et la catégorie des sys-
témes aux différences est une équivalence entre catégories abéliennes (voir Proposition
A.1.9 de 'annexe). Pour que cette équivalence soit aussi une équivalence entre catégories
tensorielles, il suffit de munir la catégorie des systémes aux différences du produit tensoriel
suivant, en utilisant le produit de Kronecker : si (K™, A) et (K"2, B) sont deux objets
alors

(K™ A)® (K™,B) = (K" A® B)

et si Ry et Ry sont deux morphismes, leur produit tensoriel est Ry ® Ry. [.’équivalence entre
la catégorie des systémes aux différences et la catégorie des modules aux différences est une
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équivalence de catégories tensorielles abéliennes. Par la Proposition A.2.6 de 'annexe, la
catégorie des systémes aux différences est une catégorie tensorielle rigide. Finalement, c’est
une catégorie tensorielle abélienne rigide C'k-linéaire. C’est une catégorie tannakienne sur
Cx munie du foncteur oubli (K", A) ~» K", R ~» R, qui est un foncteur fibre.

Donnons quelques détails sur la structure tensorielle héritée par la catégorie des sys-
témes aux différences. Comme expliqué ci-dessus, le produit tensoriel est défini grace au
produit de Kronecker. I.’objet (K, 1) est un objet identité. Soient (K™ A) et (K", B)
deux objets de cette catégorie, le Hom interne est

Hom ((K™, A), (K™, B)) = (K™, Da,p)
ol Dy p est I'inverse de la matrice représentant 'application Cx-linéaire
Y € My, (K)— B '¢(Y)A
dans la base canonique de M,,, ,, (K). Le dual de 'objet (K™, A) est

Hom (K™, 4), (K,1)) = (K™, (14) ™).

3.3.2 Systémes aux différences ayant un endomorphisme de corps
non surjectif

On suppose ici que ¢ : K — K est un endomorphisme (on enléve ’hypothése de
surjectivité de la Section 3.3.1) et on note &p; la catégorie des systémes aux différences
lorsque ¢ : K — K n’est pas supposé surjectif. On va montrer que &y est aussi une
catégorie tannakienne sur Cx munie du foncteur oubli (K™, A) ~» K", R ~» R. Avant
cela, nous faisons quelques rappels sur la cloture inversive d’un corps. Pour plus de détails,
on pourra consulter [Coh65, Chapter 2, Section 5|.

Définition 3.3.4. Soient K un corps et ¢ : K — K un endomorphisme de corps. Soit
K’ une extension du corps K munie d’un endomorphisme ¢’ : K' — K’ tel que ¢, = ¢.
On dit que K’ est une cloture inversive de K si 'endomorphisme ¢’ : K’ — K’ est un
automorphisme de corps et si K'/K est la plus petite extension de corps vérifiant cela.
On notera aussi ¢ 'automorphisme ¢'.

D’aprés [Coh65, Theorem II, p.66], on a le résultat suivant.

Théoréme 3.3.5. Tout corps K muni d’un endomorphisme ¢ posséde une cloture inver-
swe qui est unique a isomorphisme pres.

Dans la suite, on_considére une cloture inversive de K que l'on note K munie de
I’automorphisme ¢ : K — K.

Le lemme suivant est une conséquence de la construction donnée dans [Coh65]| de la
cloture inversive, il est rappelé dans [NPQ12, Lemme 1.1.6].

Lemme 3.3.6. Pour tout x € K il existe r = r(z) € N* tel que ¢"(z) € K.

Proposition 3.3.7. La catégorie E;y; est une catégorie tannakienne sur Ck.
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Démonstration. Soit Egyyy la catégorie des systémes aux différences ayant pour corps de
base K et pour automorphisme ¢ : K — K. D’aprés la Section 3.3.1, ¢’est une catégorie
tannakienne sur Ck. La catégorie &jpj est une sous-catégorie tensorielle rigide de E,j. En
effet, elle est stable par produits tensoriels, elle contient un objet identité, les Hom internes
et chaque objet a un dual (voir Section 3.3.1 pour une description de ces éléments). Pour
montrer que c’est une sous-catégorie tannakienne de gy, le seul point non immédiat qu’il
nous reste a montrer est I'existence des noyaux et des conoyaux dans &,j. Montrons que
tous les morphismes dans &,; ont un noyau dans &y,j. L'existence des conoyaux s’en déduit
puisque la dualité échange les noyaux et les conoyaux. Soient A, B € Obj (&), de rang
respectif n; et ny, et R € Homg, (A, B). Le morphisme R a un noyau (C, Ry, : C — A)
dans la catégorie tannakienne . D’aprés le Lemme 3.3.6, il existe » € N tel que
¢" (C),¢" (Ryer) ont des coefficients dans K. Soit

Fa= (f[ o <A>> G, (K)

Le diagramme suivant est commutatif

A & B
FA FB
¥ (4) —E 7 (B)
d’r(Rker) 0
¢ (C)
donc (¢" (C), Fa¢" (Rker) : ¢" (C') — A) est un noyau de R dans la catégorie &y O

Par la Remarque 3.3.2, I'injection &y — g €t la proposition précédente, on a donc
le résultat suivant.

Corollaire 3.3.8. Si le corps des constantes Ck est algébriquement clos, la catégorie Ep,
est une catégorie tannakienne neutre sur C.

3.3.3 La catégorie des systémes de Mahler avec différents corps
de base
La catégorie & (K )

Soit
Kpoo = U Kpn ou Kpn =C (zl/p") .

n>0
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La catégorie des systémes aux différences (introduite dans la Section 3.3.1) ot K = Kpeo
et I'automorphisme de K est ¢ = ¢, défini par

op: K — K
f(z) = F(Z")

est la catégorie des systémes de Mahler ayant pour corps de base K. On la note £ (K ).
Dans ce cas, le corps des constantes est Cx = K% = C. D’aprés la Section 3.3.1, c’est
une catégorie tannakienne neutre sur C.

Remarque 3.3.9. On peut remplacer le corps C par n’importe quel corps algébriquement
clos de caractéristique 0.

La catégorie £

On considére la catégorie des systémes de Mahler dont le corps de base est K = C(z)
muni de 'endomorphisme ¢, (qui n’est pas surjectif dans ce cas). Ses objets sont les
couples (C(z)",A) oun € Net A € GL, (C(z)) et les morphismes de (C(z)"*, A) dans
(C(2)", B) sont les R € M, »,,(C(z)) tels que ¢,(R)A = BR. On la note £. C’est une
sous-catégorie de £ (Kpe).

D’aprés le Corollaire 3.3.8, on a le résultat suivant.

Proposition 3.3.10. La catégorie £ est une catégorie tannakienne neutre sur C.

Les catégories £©), £ et £()

Dans la suite, on considérera aussi la catégorie des systémes de Mahler dont le corps
de base est K = C({z}) (respectivement K = C({z—1}) et K = C({1})) munie
de ¢,, on la notera £ (respectivement £L) et £(>)). Ce sont aussi des catégories tan-
nakiennes neutres sur C. En effet, les catégories £© et £(°) sont tannakiennes d’aprés
le Corollaire 3.3.8. La catégorie £1) est tannakienne d’aprés la Section 3.3.1 puisque
¢p: 2 € C({z —1}) > 2P est un automorphisme de C ({z — 1}).

Remarque 3.3.11. Deux objets de la catégorie £©) (respectivement £ et £(>)) sont
isomorphes si et seulement si les systémes correspondants sont méromorphiquement équi-
valents en 0 (resp. 1 et 0o).

3.3.4 Catégories des systémes de Mahler singuliers réguliers et
des systémes de Mahler fuchsiens stricts en 0, 1, co

La catégorie &, des systémes de Mahler singuliers réguliers en 0, 1 et oo

On note &, la catégorie des systemes de Mahler singuliers réguliers en 0,1 et co. C’est
la sous-catégorie pleine de £ dont les objets sont les couples

(C(=)", 4)
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ou A € GL,(C(z2)) est telle que le systéme ¢, (Y) = AY est singulier régulier en 0, 1 et
00.

Dans la suite, pour simplifier les notations, on omettra C(z)" dans la définition des
objets de &,,.

La catégorie &;; des systémes de Mahler fuchsiens stricts en 0,1 et oo

On note &, la catégorie des systémes de Mahler fuchsiens stricts en 0, 1 et oo. C’est
la sous-catégorie pleine de £ dont les objets sont les couples

(C(2)", A)
ou A € GL,,(C(z)) est réguliére en 0,1 et oco.
La catégorie & est par définition une sous-catégorie pleine de &
Les catégories &, et £y, sont équivalentes

Notation 3.3.12. On note D;, la matrice identité dont on a remplacé le coefficient
diagonal de la i®™¢ ligne par u. C’est une matrice diagonale dite de dilatation. On note
Ty oul = (ly,...,1,) la matrice identité dont on a remplacé la i*™® ligne par [ :

1 1

Di,u - Uu et T;,l = ll l2 te l@ te lnfl ln

1 1
L’inverse de ces matrices sont des matrices de méme forme.

Lemme 3.3.13. Toute matrice My € GL,, (C ({z})) peut s’écrire sous la forme
M, = (0 p0)

avec

e CO ¢ GL, (C(2)) qui peut s'écrire sous la forme

C(O) — u_kTil,QDi1,v1 T

irull

Dir ,Up

ot u, vy, ...,v. € C(z) ont une valuation en 0 qui vaut 1 (i.e. 0 est zéro simple),
keNetl, ..l € C*\ {0};
e RO ¢ GL, (C({2})) régulicre en 0.

Démonstration. La preuve est identique a celle de [Sau00, Section 1.3.1, Corollaire 1] pour
des matrices My € GL,, (M (C)). O
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Lemme 3.3.14. Toute matrice My € GL,, (C ({z — 1})) peut s’écrire sous la forme
M, = CHYRW

avec

o CW ¢ GL, (C(2)) régulicre en 0 et oo qui peut s’écrire sous la forme

1 —k
c =y Tivis Divou Tipt, Diy

ou k€N, Iy,...l, € C"\ {0} et u= 2= (u a une valuation en 1 qui vaut 1).

e RM € GL, (C({z —1})) réguliere en 1.

Démonstration. On adapte la preuve de [Sau00, Section 1.3.1, Corollaire 1]. Soit k¥ € N
tel que u*M; := M] ait des coefficients analytiques en 1. Soit v; (det (M])) la valuation en
1 de det (M]). Si v; (det (M])) = 0 alors M/ est réguliére en 1. On pose alors RV = M]
et O = u=FI,. Siv; (det (M])) > 0, on fait une récurrence sur v; (det (M!)) : on montre
qu’il existe une matrice N a coefficients analytiques en 1 telle que M| = T;, 1, D;, » V]
avec

vi (det (N])) < v; (det (M)

Si vy (det (M7)) > 0 alors M{(1) n’est pas inversible et il existe [ = (Iy,...,1,) € C*\ {0}
tel que
IM{(1)=0eC" (3.10)

Soit i € [|1,n|] tel que I; # 0 alors les coeflicients de T} ;M7 sont analytiques en 1 et, par
I'égalité (3.10), ses coefficients de la i®™® ligne ont une valuation en 1 qui est plus grande
ou égale & 1. Ainsi, les coefficients de la matrice

N{ = D, T; M{ = D; . T; M
li
sont analytiques en 1 et vy (det (N])) = vy (det (M7)) — 1 car det(Nj) = —det(M;). O
u

D’aprés [Sau00, Section 1.3.1, Corollaire 2|, on a le lemme suivant.

Lemme 3.3.15. Soient OV, C(®) € GL, (C(2)). Il existe alors U € GL,, (C(2)) tel que
UCO est régulicre en 0 et UC™) est régulicre en oo.

Proposition 3.3.16. Si le systéeme ¢,(Y) = AY est singulier régulier en 0,1 et oo alors
il est rationnellement équivalent a un systéme fuchsien strict en 0,1 et oo ¢’est-a-dire qu’il
eriste R € GL, (C(2)) tel que le systéme

¢,(Y)=BY avec B:=¢,(R) AR

est fuchsien strict en 0,1 et co.
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Démonstration. Par les Corollaires 3.1.7, 3.1.12 et le Corollaire 3.1.20 (en utilisant ici le

logarithme principal au lieu du logarithme In), il existe Fy € GL, (C ({z})) (respective-
ment [} € GL, (C({z —1})), Fx € GL, (C ({%}))) et Ag € GL,, (C) (respectivement
Ay, Ax € GL, (€)) tels que pour i = 0,1, oo,

o, (F}) " AF; = A,

Si on montre qu’il existe R € GL, (C(z2)) tel que pour i = 0,1,00, K; := R7'F} est
réguliere en ¢ alors

B = 6,(R) AR = 6, (K;) AKX, "

sera bien réguliére en 0,1 et co. D’aprés le Lemme 3.3.13, Fy peut s’écrire sous la forme
CORO ot CO € GL, (C(2)) et R € GL, (C ({2})) est réguliére en 0. De méme, par le
changement de variable z — 1/z, on peut écrire F,, = C(®)R(®) oit () € GL,, (C(2)) et
R() € GL,, (C ({1})) est réguliére en co. Par le Lemme 3.3.15, il existe U € GL, (C(2))
tel que les matrices UC®) et UC(*>) sont respectivement réguliéres en 0 et co. La matrice
UF, a des coefficients méromorphes en 1. Par le Lemme 3.3.14, UF} peut s’écrire CV R
oit CM) € GL,, (C(z)) est réguliére en 0,00 et R est réguliére en 1. La matrice

R:=U"'cY

convient. En effet, K1 = R™'F, = RW est réguliére en 1 et K; = COT' OO RO est
réguliére en ¢ pour ¢ = 0, co. O

Théoréme 3.3.17. Les catégories &, et Ers sont équivalentes.

Démonstration. Comme Ey, est une sous-catégorie pleine de &, 'injection & : E¢s — &y
est un foncteur plein et fidéle. Par la Proposition 3.3.16, il existe R € GL,, (C(2)) tel que

B := ¢,(R)"'AR € Obj (&) .

Ainsi, A est isomorphe & B = & (B) et le foncteur & est aussi essentiellement surjectif. [

3.4 Les catégories locales et les groupoides locaux

3.4.1 Reésultats préliminaires

Les morphismes entre systémes constants

Lemme 3.4.1. Soient Ay € GL,,, (C) et By € GL,, (C). Si T € My, (C((2))) vérifie
op(T) Ao = BoT alors T € My, pn, (C).

Démonstration. On écrit T(z) = > TpzF ou T), € My, (C), N = min{k € Z | T, # 0}.
k>N

> ThAe* =) BTy, (3.11)

k>N k>N

On a donc
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[’égalité des plus bas degrés donne pN = N soit N = 0 (car p # 0). Par 1'égalité
(3.11), tous les T} tels que p t k sont nuls. Aussi, si k& € N* est tel que p | k, il existe

k
j € N tel que E € N n’est pas divisible par p. Comme ByT}, = T},/,Aq, on obtient que
Ty = By ' Ty A) = 0 d'ott T(2) = Ty € My, 1, (C). O
On obtient de méme le résultat suivant.

Lemme 3.4.2. Soient Ay, € GL,, (C) et B € GLy, (C). Si T € My, (C((2))) est
tel que ¢p(T)Aoe = BT alors T € M, pn, (C).

Lemme 3.4.3. Soient A; € GL,, (C), B, € GL,,, (C) et S, une matrice de taille ny X ny
ayant des coefficients méromorphes en 1eC* Si op (571) A = Blgl alors §1 a pour

coefficients des polynomes de Laurent en In.

Démonstration. Soit S := 571 o lﬂrllil alors
Vz € C, Sl(pZ>A1 = BlSl(z).

Comme S; a des coefficients méromorphes en 0, d’aprés [Sau03, §2.1.3.2], les coefficients
de S; sont des polynomes de Laurent. Ainsi, les coefficients de S; = S; o In sont des
polynomes de Laurent en In. O

~ ~_1 ~
Notation 3.4.4. On note C [ln, In ] I’anneau des polynomes de Laurent en In.

Les représentations complexes de Z de dimension finie

Pour plus de détails, on pourra consulter [Sau99, Annexe A|.
On remarque que se donner une représentation de Z revient a se donner un couple
(C", A) ou A € GL, (C) est I'image de 1 € Z par la représentation. Soit

R :=Repc (Z)

la catégorie des représentations complexes de Z de dimension finie. Les objets sont donc
les paires (C", A) on A € GL,, (C). Les morphismes F' € Homg ((C", A), (CP, B)) sont les
F e M,,(C) tels que FA = BF. C’est une catégorie tannakienne neutre sur C ayant
pour foncteur fibre le foncteur oubli

w: R —  Vect! (C)
((C?L7A) ~ Cn
F ~ F.

Son groupe de Galois est le groupe proalgébrique
79 .= Aut® (w).

Notation 3.4.5. Soient A € GL, (C) et A = A,A, sa décomposition de Dunford mul-
tiplicative. Soit (vy,\) € Homy, (C*,C*) x C. On note AN = y(A,) AY = Ady (Ay)
ol
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e ~ agit sur les valeurs propres de A, : si A, = Q.diag(cy,...,c,).Q~! alors
7 (4s) = Qudiag (y(cr), .., 7(ca)) Q75

o A=Y () (A, — L)~
k>0
Comme AN € GL, (C), elle définit un automorphisme de C* = w ((C", A)).

Proposition 3.4.6. Il y a un isomorphisme de groupes proalgébriques

Hom,, (C*,C*) x C —» 7%
(7, A) — ((C", A) = AN
3.4.2 Localisation en 0 et en oo
Les catégories W et £

On note 53(9), respectivement glee ), la catégorie ayant les mémes objets que &, mais
dont les morphismes de A de rang n; dans B de rang ny sont les R € M, ,, (C ({z})), res-
pectivement R € M., ,,, (C ({1})), tels que ¢,(R)A = BR. On déduit de cette équation
vérifiée par R que

R € My, pn, (M (D)), respectivement R € M,,,, (M (P'(C)\ D)) .

Jusqu’a la fin de la section 3.4.2, on considére i € {0, 00}.
On note P la sous-catégorie pleine de £ dont les objets sont les C' € GL,, (C).

Lemme 3.4.7. Si R est un morphisme de la catégorie PY de A; € Obj (P(i)), de rang
ny, dans B; € Obj (P(i)), de rang ne, alors R € M, », (C).

Démonstration. Comme R € Hompw) (A4;, B;) alors R € M, , (C ({z})) vérifie
¢p(R)A; = BiR.
D’apreés les Lemmes 3.4.1 et 3.4.2, R € M,,, ,, (C). O
Il est immeédiat que :
Proposition 3.4.8. Les catégories R et P sont équivalentes.
On en déduit le résultat suivant.

Proposition 3.4.9. La catégorie P est une catégorie tannakienne neutre sur C et le
foncteur
wii: P — Vect! (C)
A; ~~ C" oun estle rang de A;
R~ R

est un foncteur fibre pour P,
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Proposition 3.4.10. L’injection

F P 5 £

ST

est une équivalence de catégories.

Démonstration. Le foncteur % est une équivalence de catégories car il est :

e essentiellement surjectif. Par les Corollaires 3.1.7 et 3.1.12, tout objet A de £ est
isomorphe & un objet de P®.

e plein et fidéle. Ceci est clair par construction.

]

Corollaire 3.4.11. Les catégories W et PO sont des catégories tannakiennes neutres
sur C.

Groupoide de Galois local en 0 et ©

Définition 3.4.12. Le groupoide de Galois local en i, noté G;, est un groupoide ayant
un objet, le foncteur fibre w;; : P — Vect! (C), et ses morphismes de w;; dans w;; sont
les éléments de

Gy (wii,wis) = Aut® (wyy) .

Le groupe de Galois local en i est le groupe de Galois de P c’est-a-dire G, (wiiywis). On
le note aussi Gj.

Dans la section précédente, on a vu que les catégories 55(?, P et R sont des catégories
tannakiennes neutres équivalentes. Ainsi, on a le résultat suivant.

Proposition 3.4.13. Les catégories Séf,), PO et R ont le méme groupe de Galois, c’est
le groupe 7.%%9.

Le groupe de Galois local en i est donc
Gi == Aut® (wlﬂ') = Zalg

et les morphismes du groupoide de Galois local en i sont les éléments de Z9.

3.4.3 Localisation en 1
La catégorie S
Notation 3.4.14. On note

m: C\R™ x|-m,n[ - C\R~
(re' t) = rett.
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On note Y 1a catégorie ayant les mémes objets que &, mais dont les morphismes de A,
de rang ny, dans B, de rang ny, sont les R € M,,, ,,, (C({z — 1})) tels que ¢,(R)A = BR.
On déduit de cette équation vérifiee par R que Roexp € M,, ,, (M (C)). En effet, les
coefficients de R o exp sont méromorphes en 0 et on a

(R o exp) (pz) = B(exp(2)) (R o exp) (2) A~ (exp(2))

ol Aoexp et B o exp ont pour coefficients des fonctions méromorphes sur C.
On note PW la catégorie dont les objets sont les A; € GL, (C) et les morphismes de
A; € Obj (73(1)) de rang ny dans B; € Obj (73 ) de rang ny sont les matrices R de taille

ng X nq a coeflicients méromorphes en 1 e C* telles que
pr (E) Al - Blﬁ

Lemme 3.4.15. Si R est un morphisme de la catégorie P de A; € Obj (77(1)) de rang
ny dans By € Obj (73(1)) de rang no alors les coefficients de R sont des polyndémes de
Laurent en In.

Démonstration. Puisque Rc Hompn (A1, By) alors ¢, < ) A= Blé et on conclut grace
au Lemme 3.4.3. O

Proposition 3.4.16. Les catégories Y et PO sont équivalentes par le foncteur
@ . pY - gl

qui associe a un objet Ay de 79(1 I’objet Ay de EW et qut associe au morphisme R de PO
le morphisme Ro ! de v,

Démonstration. Le foncteur ¢ est une équivalence de catégories car il est :

e essentiellement surjectif. Par le Corollaire 3.1.20, on déduit que tout objet A de gM
est isomorphe a un objet de P

e plein et fidéle. Ceci est clair par construction.
O

Proposition 3.4.17. L’inclusion .F : R — PW est un foncteur qui préserve le produit
tensoriel : pour (C", Ay),(C" By) € Obj(R),

Z((C", A) @ (€, By)) = (C", Ay) @ (€™, By) = F((C", A1) @ F((C™, By),

de méme pour les morphismes. Il est exact, essentiellement surjectif et fidele. Mais, il
n’est pas plein.

Démonstration. Ceci est clair car R et P1) ont les mémes objets mais R n’a que les
morphismes constants et il existe des morphismes de PM qui ne sont pas constants, par
exemple In : (C,1) — (C, p). O
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Remarque 3.4.18. Un isomorphisme de catégories entre P et la catégorie 22O intro-
duite en [Sau03, Section 2.1.2| est obtenu en composant par In :

20 _y p)
Al ~ A]
H ~s Holn.
Proposition 3.4.19. La calégorie P (M) est une catégorie tannakienne neutre sur C telle
que pour tout ¢ € C* \ {1},
wl(? . P — Vect! (C)
Ay~ C" oun le rang de Ay
R~ R ()
est un foncteur fibre.

Démonstration. Suite a la Remarque 3.4.18, cette proposition découle de [Sau03, §2.1.3.3].
Montrons-la aussi « a la main ». Seule la fidélité n’est pas 1mmed1ate Montrons donc
que ces foncteurs sont fideéles. Si R (¢) = 0, de I'égalité R (3?) A; = B, R (%) on obtient que

pour tout k € N, R (Epk> = 0. Puisque Ra pour coefficients des polynomes de Laurent

en In ayant une infinité de zéros, il est nul. O]

Groupoide de Galois local en 1

Suite & la Remarque 3.4.18, d’aprés [Sau03, Section 2.2|, on obtient les résultats de
cette section.

Définition 3.4.20. Le groupoide de Galois local en 1, noté Gy, est un groupoide tel que
ses objets sont les .
W, TeC\ {1}

et ses morphismes sont les éléments de
d d
G ( 117W1(1)> = Iso® ( l(?ﬂwl(1)>

Tout foncteur fibre wl | défini en Proposition 3.4.19 se restreint en le foncteur oubli w
sur R. Ainsi, Aut® (w}?) est un sous-groupe (et Iso® (wl(?,wl@) un sous-ensemble) de
Aut® (w) = 7%,

Théoréme 3.4.21. Avec lidentification entre 7 et Hom,, (C*,C*) x C donnée en Pro-
position 8.4.6, pour tous ¢,d € C*\ {1},

150° (w7, wl?) = {3, 0) € 2% | 1(p)in () = In () }.
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Démonstration. On utilise les notations de la Remarque 3.4.18. La catégorie 2 est
une catégorie tannakienne neutre sur C ayant des foncteurs fibres notés wgg), 2z € C*
(voir [Sau03, Proposition 2.1.3.3]). Puisque, par construction, wl(? (H o H1> = wl(f)()h)(H),
ce résultat découle de [Sau03, Theorem 2.2.2.1].

Le groupoide de Galois local en 1 est un groupoide transitif puisqu’il existe un mor-

phisme entre chacun de ses objets, on peut donc prendre comme groupe de Galois local

en 1 un groupe G, (wl(?, w}?) pour un certain ¢ € C* \ {1}

Corollaire 3.4.22. Avec la méme identification, pour ¢ € C~ \ {T}, le groupe de Galois
local en 1 est

G, =G, (%17“9) :{(7,)\) Zal9\7 —1}
Ainsi,

G1<wll,wl(l) Homy,, (C*/p%, C*) x C := Gy, x Gy

On remarque que le groupe de Galois local GG; obtenu est égal au groupe introduit
par Sauloy dans [Sau03, §2.2.2.2]. D’aprés [Sau03, Section 2.2.3|, on connait donc un
sous-groupe Zariski-dense de G; que 'on rappelle ci-dessous.

Lemme 3.4.23 (éléments de la composante unipotente Gy ,,). Soit Ay € Obj (77(1)). On

note Ay = Ay, A1 s sa décomposition de Dunford en une partie unipotente et semi-simple.

Lélément 1 € C qui correspond a Ay ~ Ay, € Aut® (%@) engendre un sous-groupe

Zariski-dense de la composante unipotente G .

Notation 3.4.24. On rappelle que p € N>q. Tout élément z € C* peut s’écrire de la
forme z = up® on u € €(0,1) et x € R. Cette écriture est de plus unique. On note alors

mn: C = C R Ct - C

up® = u up® = e¥rr

Lemme 3.4.25 (éléments de la composante semi-simple Gy 5). On note

71,7 € Homy, (C*/p”,C*)

les morphismes induits respectivement par 1 el vo. Ils engendrent un sous-groupe Zariski-
dense de la composante semi-simple G 5.

Théoréme 3.4.26. Le sous-groupe de Homg, ((C*/pZ,C*) x C dont la composante uni-
potente est Z. C C et dont la composante semi-simple est engendrée par 71 et 75 est

Zariski-dense dans le groupe de Galois local en 1.

On peut aussi montrer ces résultats « a la main ».
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Démonstration du Théoreme 3.4.21. Avec I'identification donnée en Proposition 3.4.6, soit
(7,A) € Homg, (C*,C*) x C un élément de Iso® (wl(?,wl 1) On considére le morphisme

de PW),
In: 1€ Obj(PY) — pe Obj(PW).

La condition sur (7, \) d’étre une transformation naturelle donne In (c?) (1) = ~v(p)ln (¢)
soit B B

n (d) = (p)n @
Réciproquement, supposons que (7, \) € Z% est tel que d = y(p)c ot on pose ¢ = In ()
et d = In <&> Montrons que (y,\) € Z™ est compatible avec tous les morphismes

Rec Hompa) (A1, By) avec A; et By de rang n; et ny respectivement. Par hypothése,
b, (é) A, = B,R (3.12)

ot R a pour coefficients des polynomes de Laurent en In. On peut donc en particulier

~ +o0 ~k
écrire R = Y Riln ot Ry € M, ,, (C) et I'égalité (3.12) donne
k=Fko

Vk > ko, Rip*A; = BiRy

donc Ry, : p* A, — By est un morphisme de R. Par la condition de transformation natu-
relle, on a donc

Ry <pkA1)(’Y,>\) _ Bf%)\)Rk-

Comme (pkAl)(w‘) = 4(p)F AP cela implique que Ry, (v(p)e)® AYN = BOY R, ¢k Ainsi,
en sommant sur k, on obtient

R (&) AP — BOVE ).

La condition de ®-compatibilité est vérifiée puisque si A; € Obj (73(1)) = Obj (R) alors
w(A4) = wl(? (Ay) pour tout Z € C* et (v, \) € Z% = Aut® (w). O

Démonstration du Lemme 3.4.23. On utilise le critére de densité donné par le Théoréme
3.2.35. Soit D C wl(? (A1) = C" une droite stable par A, ,. Il faut montrer qu’elle est
stable par A}, pour tout A € C. Par définition,

A
k>0
Or (Ay, — I,) D = 0 donc pour tout k > 1, (A1, — In)k D = 0 et cela implique que

A},D=D.
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Démonstration du Lemme 3.4.25. On utilise a nouveau le critére de densité donné par le
Théoréme 3.2.35. Soit D C wl(? (A1) = C™ une droite stable par 77 (A1) et 72 (A1 5)-
Il faut montrer qu’elle est stable par 7 (A; ) pour tout ¥ € Homy, (C*/pZ,(C*). Soit
r="(x1,...,x,) € C" tel que Vectc(x) = D. On peut supposer que A; ; = diag (c1, ..., ).
Pour i = 1,2, on a donc que

Ja; € C*,  diag (% (@) 5% (@) (21, 00y ) = i’ (21, 0 ) (3.13)

Si il n’y a qu’un seul des x; qui est non nul alors D est clairement fixée par tous les
7 (A1) Montrons que ceci reste vrai si il y a au moins deux coefficients de = non nuls.
Pour tous les k,l € {1,...,n} tels que xyz; # 0, 'égalité (3.13) implique que

% (k) = a; = 7 (@)

c _

pour i = 1,2. Ainsi, — € Ker (77) N Ker (73) = {1} soit & = @ ce qui conclut puisque
G

pour tout 7 € Homg, (C*/p* C*) on a donc 7 (cx) = 7 (@) O

Démonstration du Théoréeme 3.4.26. On utilise encore le critére de densité donné par le

Théoréme 3.2.35. Soit D C wl(? (A1) = C" une droite stable par tous les éléments du sous-

groupe donné dans le théoréme. Tl faut montrer qu’elle est aussi stable par A; ~~ A?’A)
pour tout (7, A) € Homy,, ((C*/pz, (C*) x C. En particulier, pour (77, 0) et (7z,0), le Lemme
3.4.25 donne que 7 (A, 5) D = D pour tout 7 € Homy, (C*/pz7 (C*). Par le Lemme 3.4.23,

on obtient aussi que Ai\’uD = D pour tout A € C ainsi Ag’A)D = D, ce qui conclut. [

3.5 Les catégories globales

3.5.1 La catégorie des systémes de Mahler singuliers réguliers est
tannakienne

On va montrer que la catégorie &, est une catégorie tannakienne neutre sur C. Ainsi,
on déduit de I’équivalence donnée au Théoréme 3.3.17 que &y, est aussi une catégorie
tannakienne neutre sur C.

Lemme 3.5.1. Tout morphisme de la catégorie E,. a un noyau.

Démonstration. On rappelle que les catégories £, £ (introduites dans la Section 3.3.3)
et &Y (introduite dans la Section 3.4.2) sont des catégories tannakiennes. On considére

les injections suivantes
Eg—E&

|

PO,
Soit R € My, ., (C(2)) un morphisme de la catégorie &, de A € GL,, (C(z)) dans
B € GL,, (C(2)). Le morphisme R a un noyau dans la catégorie tannakienne &, on le
note

(C,K :C — A). (3.14)
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Afin de montrer que ce noyau est aussi un noyau de R dans la catégorie &, il suffit de
montrer que le systéme ¢,(Y) = CY est singulier régulier en 0, 1 et co. Le morphisme R

a aussi un noyau dans la catégorie tannakienne 559, on le note
(Co,Ko : Cg — A) (315)

Le systéme ¢,(Y) = CoY est donc singulier régulier en 0. Les noyaux (3.14) et (3.15)
sont des noyaux du morphisme R dans la catégorie £, ils sont donc isomorphes c’est-
a-dire qu’il existe un morphisme inversible u; : Cy — C dans la catégorie £© tel que
Ku; = K. Etant donné que u; € Homg o) (Co, C), les coefficients de u; sont des fonctions
méromorphes en 0 et u; satisfait

pr (Ul) CO = C’ul.

Ainsi, le systeme ¢,(Y) = CY est aussi singulier régulier en 0. De méme, on peut montrer
que le systéme ¢,(Y) = CY est singulier régulier en 1 et en co donc C' € Obj (&) et
(C,K : C — A) est aussi un noyau de R dans la catégorie E,,. O

Proposition 3.5.2. La catégorie &, est une catégorie tannakienne neutre sur C.

Démonstration. D’aprés la Section 3.3.3, £ est une catégorie tannakienne neutre sur C.
La catégorie &, est une sous-catégorie tensorielle rigide de £ parce qu’elle est laissée
stable par les opérations tensorielles, elle contient un objet identité, 1 = 1 € C*, les Hom
internes et chaque objet a un dual. Pour montrer que c’est une sous-catégorie tannakienne
de &, il reste & montrer 'existence des noyaux et des conoyaux dans &;,.. Le Lemme 3.5.1
et le fait que la dualité échange les noyaux et les conoyaux permettent de conclure. [

On introduit dans la Section 3.5.2 et la Section 3.5.3 la catégorie C,,. des connexions
et la catégorie Sy, des solutions respectivement. On veut montrer que C,. et &, sont
équivalentes. La catégorie S, joue seulement un role intermédiaire. Plus précisément, on
va montrer que C,, et &, sont équivalentes via deux foncteurs, qui sont des équivalences
de catégories, de S, dans respectivement C,,. et &,.. Grace a S, on a des foncteurs bien
définis qui sont indépendants de tous les choix (choix d’une solution d’un systéme, choix
d’une décomposition des matrices de connexion).

3.5.2 Catégorie C,, des connexions
On rappelle les notations suivantes introduites dans la Section 2.1 :
Yo 1= {(reib,b) |0<r< l,bER} c C*

et
Yoo = {(reib,b) | 7> 1,b€R} c C*.

On note C, la catégorie des connexions. Ses objets sont les

(Ao, Ar, Ao, My, M) € GL,(C)? x GL, (M (3p)) x GLy, (M (20))
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tels que
& (Mo) = AiMo Ay
Sy M;) = A M AD
et tels que il existe

W, € GL, (M (6)) Wo € GL, (M (D)), Wy, € GL, (M (P! (C)\ D))

tels que
W1M0 = W*W(]
WiMy = mW .
L’entier n est appelé le rang de I'objet.

Les morphismes de (Ao, A1, Ao, Mo, M., ~) dans (By, By, By, NO, N ~) de rang respectif
ny et ny sont les triplets

(So, St SOO> € Moy i (C) X Mo, (C [1?1, 1?{1]) % Moy (C)

tels que

( SOAO - BOSO

o (51) A = BiS;
SecAoe = BooSso
S1My = NoS

(| SiMy = NooSwo

Remarque 3.5.3. Par les Lemmes 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3, un triplet (SO, §1, S, ) est un

morphisme de la catégorie C,, si et seulement si il satisfait le systéme ci-dessus et que les
coefficients de Sp, S; et Su sont méromorphes en 0, 1 et oo respectivement.

3.5.3 Catégorie S, des solutions

On note Sy, la catégorie des solutions. Ses objets sont les (Ao, A1, A, Fo, ﬁ;, F,) tels
que
Ap, A1, Ax € GL,(C),

Fy € GL, (M (D)),

Frean (u ().
Fy € GL, (M (P' (C) \

D))

et tels que si on pose

A= op(Fo)AgFy ' sur D
T 9p(Fo)AELt sur PL(C)\ D
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~ — —~—1 —
et A:=¢,(F1)A1Fy  sur C alors
A= A.
L’entier n est appelé le rang de l'objet. .
Les morphismes de (Ao, A1, Awo, Fo, F1, Fi,) dans (By, By, Boo, Go, G1, G ), deux ob-
jets de S, de rang respectif n; et ng, sont les

(R, 80,51, 5s0) € Muy (C(2)) X Moy (C) X My, (c [1?1, 1?1’1}) % Moy, (C)
tels que
( S()AQ == B()S()
& (51) A = BiS,
SecAse = BooSso
RF; = G;S; pour =000
RFl = Glsl

ol I'on a noté R = 7*R.

3.5.4 Les équivalences de catégories

Notre but est d’obtenir une équivalence de catégories entre C,. et &,.

Les catégories S,, et &, sont équivalentes

Proposition 3.5.4. Les catégories S, et &, sont équivalentes par le foncteur
F o S — &y

(Ao, A1, Ao, Fo, F1, Fio) ~> A définie dans la catégorie S, (Section 3.5.53)

<R7 SO; gla Soo) ~ R.
Démonstration. On commence par vérifier que ce foncteur est bien défini pour les objets.

—~ =1

Par les égalités A = ¢, (Fy) AgFy!, A = ¢, (F) AFZl et A = ¢, (Fl) AF,
on obtient que les coefficients de 7*A appartiennent a =M (D), m*M (P! (C)\ D) et
M (@) respectivement. Par le Lemme 2.1.3, 7% A € GL,, (7*C(2)) donc

A e GL, (C(2)).
De plus, le systéme ¢,(Y) = AY est singulier régulier en 0,1, co donc A est bien un objet

de la catégorie &,.. Montrons maintenant qu’il est bien défini pour les morphismes. Par
définition, R € M,,, ,,,(C(2)) et vérifie
Op(R)A = ¢p(R)¢p(Fo) AFy " = 6,(Go) By SoFy | = BR,
—— S~——
=¢p(Go)So =Gy'R
la deuxiéme égalité découlant de I'égalité SyAy = BySy. Ainsi, R est bien un morphisme

de &, de A dans B.
Le foncteur .# est une équivalence de catégories car il est :
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o essentiellement surjectif. Tout objet A de &, est isomorphe a un objet de la forme
F (Ao, A1, Ao, Fo, F1, Fy). Tci on a méme Pexistence d’un objet X de S, tel que
F (X) = A par les Corollaires 3.1.7, 3.1.12 et 3.1.20.

e plein et fidéle. Soit R € Homg(A, B), il existe un unique morphisme (R, Sy, S, Seo)
de la catégorie S, tel que F (R, Sy, 5’1, Ss) = R. En effet, avec les notations in-
troduites dans la Section 3.5.3, on pose pour i = 0,00, S; = G; ' RF; (uniquement

~ -] ~— ~
déterminé) et S; = G;  RF;. On montre que (Sp, S1, Sy ) veérifie :
e Pour i = 0, oo,

by (Si) A = ¢, (Gi) ™' 6, (R) 6, (F}) A; = B.G;' B¢, (R) AF, = B;S,
=R

oil on a utilisé que ¢, (G;) = BG;B; ' et ¢,(F;) = AF;A;" pour la seconde
égalité. Par le Lemme 3.4.1, S; est donc a coefficients constants.

e De méme, ¢, <§1> A, = B, S,. Aussi, par le Lemme 3.4.3, S a pour coefficients

des polynomes de Laurent en In.
O

Les catégories S,, et C,, sont équivalentes
Proposition 3.5.5. Les catégories S, et Cy,. sont équivalentes par le foncteur

g . S —C,,
A07A17A007F07/F\;1/7 FOO> e (AOaAlaAooafF\;l/_17T*F07/F\;1/_17r*Foo>

R, SO,S~1,SOO> - (So,si,soo> .

Démonstration. On note F, = m*F, pour i = 0,00 et R = 7*R. Le foncteur ¢ est bien
défini pour les objets puisque en posant 1/71 = jfvl, Wy := Fy, W := F (notations intro-
duites pour la catégorie des connexions, Section 3.5.2), la matrice W, vérifie les conditions
requises. Montrons qu’il est bien défini pour les morphismes. Soit (R So, Sl, Sso) UN MOT-
phisme de S, de (AO,Al,AOO,FO,Fl,F ) dans (BO,Bl,BOO,GO,Gl,G ). Pour i = 0, 00,
en notant M Fl F et N G1 Gz,

~ o~ ~ 1 ~ —
Si1M; = S1F1 F; = N;S;
——
-G, 'R
donc (So,gl, S) est bien un morphisme de C,,.. Le foncteur ¢4 est une équivalence de
catégories car il est :

e essentiellement surjectif. Tout objet (Ao, Ay, A, MO, M, ) de Cq, est ici de la forme
%(AO,Al,AOO,FO,Fl,F ). En effet, avec F1 = Wl, Fy =Wy et Fyy := W, on
pose

e { op(Fo)AgFy ' sur D B
Gp(Foo) A Ft sur PH(C)\ D
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et A= qﬁp(ﬁ)Alﬁil sur C*. Les égalités
—~ —~ -1 —
&, <M0> Aoy = A et ¢, (MOO> AMy | = A,

sont équivalentes a

¢p (M7 Fy) Agm* Fy = A et Gp (T F) Ao Foy = A.

Ainsi, 77 A = A.
plein et fidéle. Soit

(S(J; §17 SOO) € HOIHCST <(A07A17A007 ]%7 ]/\4\(;)7 (B()’ Bl7BOO7]/—%7 jv;)) )

il existe un unique X := (R, So,gl,Soo) € Hom (Ss,) tel que ¥(X) = (So,gl,Soo).
En effet, pour ¢ = 0, 0o, on a les égalités Z;Vlé]?{_ = Eﬁsié_l puisque cela équivaut
a S1M; = N;S;. On peut donc poser R := GZ-SZ-Fi_1 pour 7 = 0, 00 et

~ o~

W*R = ZZSZE_I = Gllel
Ainsi, les coefficients de 7* R appartiennent a
M (6) N M (D) N w*M (P (C)\ D) .

Par le Lemme 2.1.3, 7*R a des coefficients dans 7*C(z) soit R a pour coefficients
des fonctions rationnelles.

]

Par les deux propositions précédentes, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.5.6. Les catégories Cy, et E,. sont équivalentes.

3.5.5 Les catégories globales sont tannakiennes

On a vu dans la Section 3.5.1 que la catégorie &, est une catégorie tannakienne sur

C. On va montrer que les catégories S, et C, le sont aussi.

Les catégories sont abéliennes

Proposition 3.5.7. Les catégories S, et Cs. sont des catégories abéliennes.

Démonstration. Les catégories &, Sy et Cg sont équivalentes (résultats de la Section
3.5.4) et &, est une catégorie abélienne donc d’aprés la Proposition A.1.9, S, et Cg,. sont
aussi des catégories abéliennes. O]
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Les structures tensorielles

On rappelle que I'on utilise le produit tensoriel usuel sur les matrices, introduit dans
la Section 3.3.1. Ce produit tensoriel permet de définir une structure tensorielle sur cha-
cune des catégories composante par composante. Plus précisément, on munit la_caté-
gorie Cgz d’une structure tensorielle de la facon suivante : si (Ag, A1, Aoo, Mo, M) et

(Bo, B1, Boo, ]Tf?), N;) sont deux objets de C,,, on définit
(Ao, A1, Ase, My, Mo) @ (Bo, B, B, No, Nao)
— (Ao ® By, A1 © By, Auy ® Bug, My @ Ny, Moy © Noy)
et si (S, §1, So) et (To,ﬁ,Too) sont deux morphismes de C,,., on définit
(S0, 51, Se) ® (T, T, Too) = (S0 © T, S1 @ T, S ® To).

De méme, on munit la catégorie S, d’une structure tensorielle de la fagon suivante : si
(Ao, A1, Ao, Fo, F1, F) et (By, By, B, Go, G1,Go) sont deux objets de S, on définit

(A, A1, Ao, Fy, F1, Fio) ® (Bo, By, Bao, Go, G, G
= (Ag ® By, Ay @ By, Ase @ Boo, Fy ® Go, Fi1 © Gy, Fao ® Gy
et si (R, So, §1, Seo) et (U, To,fl, Tw) sont deux morphismes de S, on définit
(R, S0,51,S) ® (U, To, T1, To) = (R U, 8o @ Tp, S @ T, S ® Tho).
Proposition 3.5.8. Les catégories Ss, et Cs,. sont des catégories tensorielles rigides.

Démonstration. Les catégories S, et C,,. sont tensorielles avec le produit tensoriel défini
ci-dessus. Les catégories &, S et Cy sont équivalentes (voir Section 3.5.4) et &, est
une catégorie tensorielle rigide donc d’aprés la Proposition A.2.6, S, et Cs,. sont aussi des
catégories tensorielles rigides. O]

Les catégories sont tannakiennes
Dans la proposition ci-dessous, on explicite des foncteurs fibres pour la catégorie Cs,.
Proposition 3.5.9. Pour tout a € C* \ {1}, on considére les foncteurs
wo,woo,wga) : Cy — Vect! (C)

définis de la fagcon suivante :

e si X € Obj(Cq,) est de rang n alors pour i = 0, 00,

w (X)=C" et @ (X)=cC",
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® si (S(), §1, SOO> € Hom (Cy,) alors pour i =0, 0o,

Wi (50,31,500):&- et W@ (50,51,5 ):ﬁ(a).

Ce sont des foncteurs fibres. La catégorie des connexions Cy,. munie de ces foncteurs fibres
wo,woo,wga) est une catégorie tannakienne neutre sur C.

Démonstration. La catégorie C,,. est une catégorie tensorielle abélienne rigide d’aprés les
Propositions 3.5.7 et 3.5.8. De plus, 'objet 1 := (1,1,1,1,1) de Cs, est un objet identité
et on peut vérifier que Hom (1,1) = {(s,s,s),s € C} donc C = Hom (1,1). Il reste &
montrer que les foncteurs introduits dans la proposition sont bien des foncteurs fibres
i.e. que ce sont des foncteurs tensoriels Cy, — Vect! (C) qui sont C-linéaires, fidéles et
exacts. On vérifie le seul pomt qui n’est pas immédiat : la fidélité des foncteurs w@,
@€ C*\ {1}. On suppose que S; (@) = 0 et on veut donc montrer que S5 = 0. De 1’ega11te

bp (Sl> = B1S1 A7 on obtient que S; (ap ) = 0 pour tout k € Z. Puisque a € C* \ {1},

les coefficients de S; ont une infinité de racines mais comme ce sont des polynomes de
Laurent en In, ils sont donc nuls. O

On obtient aussi par 1’équivalence de catégories .7 : S, — &, que la catégorie S,,
est une catégorie tannakienne neutre sur C, munie du foncteur fibre w o % ol w est un
foncteur fibre de la catégorie tannakienne &,,.

3.6 Analogue du théoréme de densité de Schlesinger
pour les équations de Mahler

3.6.1 Groupoide de Galois de C,,

Soit G le groupoide de Galois “complet” d’une catégorie tannakienne C (comme défini
en Définition 3.2.1) et G’ un sous-groupoide proalgébrique transitif de G. La catégorie des
représentations de G est équivalente a la catégorie Rep(G') des représentations de G’ (voir
Remarque 3.2.30). Puisque Rep(G’), Rep(G) et C sont équivalentes, on peut considérer
G’ au lieu de G et dire que G’ est un groupoide de Galois de C, d’oul la définition suivante.

Définition 3.6.1. Le groupoide de Galois de la catégorie des connezxions Cs,., noté G, est
tel que

e les objets sont les foncteurs fibres wo,woo,wl . Cyr — Vect! (C) définis dans la
Proposition 3.5.9,

e les morphismes entre w,w’ € {wo} U {weo} U {w@ |a e C* \ {T}} sont les isomor-
phismes tensoriels w — W' :

G (w,w') =Is0% (w,u') .

Remarque 3.6.2. Dans la section suivante, on va construire explicitement des mor-
phismes de ce groupoide entre tous ses objets, il est donc transitif.
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Proposition 3.6.3. Le groupoide de Galois local Gy (respectivement G et G, ) s’identifie
a un sous-groupoide du groupoide de Galois G de la catégorie Cs,.

Démonstration. On introduit le foncteur « projection »

z Cor — PO
(Ao At, A, Mo, M) € OB} (Cor) ~ Ag
(So,gl,soc> ~ 8.

Ce foncteur est bien défini car 1’égalité SyAq = BySy signifie que Sy : Ag — By est un
morphisme de P©_ II est essentiellement surjectif car

’@ (<A07A07A07[n7[n)) = AO et (A07A07A07In7[n) S ObJ (CST>

et il est plein. On remarque que

Wy = wm,@

donc la restriction des éléments de Aut® (wio) & Cs donne un morphisme de groupes
proalgébriques
P Aut® (wio) — Aut® (w) .

Montrons que ce morphisme est une immersion fermée. D’aprés [DM82, Proposition 2.21],
cela revient & montrer que tout objet de la catégorie Rep (Aut® (ww)) est isomorphe a
un sous-quotient d’un objet 97 (X) ot X est un objet de Rep (Aut® (wp)). Par dualité
tannakienne, la catégorie Rep (Aut® (wyo)) est équivalente & PO et Rep (Aut® (wp))
est équivalente a C,,. Il suffit alors de montrer que tout objet de la catégorie P©) est
isomorphe & un sous-quotient d’un objet & (X) ou X est un objet de Cy.. Puisque &
est essentiellement surjectif, ceci est bien vérifié. Ainsi, GGy s’identifie & un sous-groupoide
du groupoide de Galois de la catégorie C,.. Le méme argument montre que G et G
s’identifient & des sous-groupoides du groupoide de Galois de la catégorie Cs,. O]

On note aussi G, G1, G les sous-groupoides du groupoide de Galois G qui sont iden-
tifiés a, respectivement, G, G1, G, par la proposition précédente. Ces sous-groupoides

@ (9

donnent des éléments ¢y € G (wo, wo), Yoo € G (Woos Weo) €L gogc’gl) eqG (wl , Wy ) pour

tous ¢,d € C* \ {1}. Dans la Section 3.6.2, on construit des éléments Iz € G (wo,wga)>

(5)

et Foo,'é ed <woo, h ) pour tous a € X, be Yo, ce sont des isomorphismes galoisiens.

Ils peuvent étre vus comme des chemins dans le groupoide de Galois G reliant le point
. a . . b . . .

wp au point w§“) et le point ws, au point w1< ) respectivement. Ainsi, G est un groupoide

transitif. On écrit Zyp € Yo, 2o € Yoo €t 21,2 € C\ (Eo UXeU {T}) Le diagramme

suivant (qui n’est pas commutatif) représente le groupoide transitif G.
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3.6.2 Construction d’isomorphismes tensoriels

Soit (Ao,Al,AOO, ]\%,M:;) € Obj (Cs,). Pour construire les chemins I'gz et I' 7 du

groupoide de Galois G de la catégorie Cy,., nous aurons besoin de spécialiser les matrices
My et M. C’est pour cela que nous introduisons la définition suivante.
0 0o

Définition 3.6.4. L’ensemble des singularités d'une matrice M est

S(M) := Poles(M) U Poles (M) = Poles(M) U Zéros (det M) .

Catégorie Cg, 5.,

Notation 3.6.5. Soit FEj (respectivement F,,) un sous-ensemble fini de D\ {0} (respec-
tivement C\ D). En pratique, Fy et E,, seront tels que

Eo=S(A)N(D\{0}) et Ey=S(A)N(C\D)

pour une matrice A € GL,, (C(z)). Pour i = 0, 00, on définit Ef’z = EY ou

Efk:{z€C|zp7k€Ei} pour k € Zo, Ef’k:{zpk|zEEZ-} pour k € Zsg

et on pose
E; := {(z,arg(z) +27l) |z € Ef’Z,l € Z}

ou pour z € C*, arg(z) désigne un argument de z.
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On considere la catégorie Cg, .. qui est la sous-catégorie pleine de Cs, dont les objets
sont les (AO, A, A, ]\%, ]\7;) € Obj (Cy,) tels que pour i = 0, oo,

S (Z\Z) C fEVZ
Lemme 3.6.6. Tout morphisme de la catégorie Cg, .. a un noyau.

Démonstration. Soit (So, §1, Soo) un morphisme de la catégorie Cg, g, de X de rang n,
dans ) de rang ny avec X = (AO,Al,AOO,]\%,]T/[\;> et Y = (BO,Bl,BOO,JA\TB,N;). En

particulier, (SO, §1, SOO> est aussi un morphisme de la catégorie Cy,.. Par I'équivalence de
catégories entre &, et Cy, et le Lemme 3.5.1, il existe

—

= (Ap, AL AL, My, ML) € Obj (Cyr)

de rang ny —r ot 7 = rg(Sy) = rg(S1) = 18(S) (on remarque que les matrices Sy, S, Se
ont méme rang) et

(KO; [/(\'/17 Koo) € Hom (Csr)

tels que
<X/, <KO,E,KOO> X X) (3.16)

est un noyau du morphisme <So, §1, SOO> dans C,,.. On obtient aussi que

rg(Ky) =rg (I?l) =r1g(Kw) =n1 — 1.

Montrons que X’ est un objet de Cg, g . Ainsi, (3.16) sera aussi un noyau du morphisme

—~

(SO, S’vl, SOO> dans Cg, k.. - Etudions les singularités de ]\Afol. Ona Ki1M, = ]\%KO puisque
(KO, K, Koo> € Home,, (&', X), donc

~ 1~

—~ 1
KoM, =M, K. (3.17)

Comme rg(Ky) = ny — r, il existe une matrice de permutation 7' € GL,, (C) telle que
Ly
TK, = L avec L; € GL,, . (C) et Ly e M,,, . (C).
Par légalité (3.17),

(LT' 0)TKoMy = (L7 0)TMy K,
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ainsi
Poles (M()Fl) C Poles (L") UPoles (T') U Poles <M071> U Poles (Kl)
\ " A e N ~ , N —~ ,
=0 = CEo c{i}
d’ou . .
Poles (MO ) c Eo. (3.18)
Montrons que
—~ =1 —
Zéros (det <M0 )) c Eo. (3.19)

~ ~ ~—1
Comme K; € My, n,—r ((C [ln, In D est de rang ny — r, il existe une matrice de permu-
tation U € GL,, (C) telle que

i~ (2) we Do (€[nin]) @ Beat (efnn])

2

Par ’absurde, supposons qu’il existe

a € Zéros <det (Mvo/il>) N (20 \ Ev()) )

/—1

. —~ /-1 . T ~
Alors, a n’est pas un pole de My  d’aprés (3.18). On peut donc considérer M, (a) et
il existe v € C™~" non nul tel que

—~ -1
My @v=0eCm.

Par I’égalité (3.17),

= N'_lavao_la - Eﬁ) v.
o e e (59)

—~ 1 — — —
Or My (a)U~! est une matrice inversible car a € Ej et S (M[)) C FEy. Ainsi,

L2 (Cl)
et en particulier on a L, (@)v =0 donc a € Zéros (det (LN1>> [’égalité vérifice par [?1,

6 (K1) A = A K,

Li@)\ . _
(Z;@p)) =

donne UK, (aP) Alv = 0 soit
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avec Ajv # 0 donc a? € Zéros (det (E)) On obtient ainsi que pour tout £ € N,
" € Zéros (det <E)> .

Or, a # 1 donc det (E) a une infinité de racines, comme c¢’est un polynéme de Laurent

en El, il est nul et cela contredit le fait que E est une matrice inversible. Finalement, par

(3.18) et (3.19),
S (]\%’) C Eo.
On montre de méme que
— —_—
S (Moo > C F,
d’ou

—_—

— .
(A5, A, AL Mo, ML) € O (Cr )
ce qui conclut la preuve. O
Théoréme 3.6.7. La catégorie Cg, g est une catégorie tannakienne neutre sur C.

Démonstration. La catégorie Cg, g, est une sous-catégorie tensorielle rigide de Cy.. En
effet, cette catégorie contient 'objet unité 1 = (1,1, 1,1, 1) et par les propriétés du produit
tensoriel sur les matrices, elle est laissée stable par les constructions tensorielles et chaque
objet a un dual.

Le seul point non immédiat de la Proposition A.1.8 pour montrer que Cg, g, est une
sous-catégorie abélienne de Cg, est 'existence des noyaux et des conoyaux. L’existence des
noyaux découle du lemme précédent et on obtient 'existence des conoyaux en passant au
dual car la dualité échange les noyaux avec les conoyaux. Le foncteur fibre de la catégorie
tannakienne C,, se restreint en un foncteur fibre pour Cg, g, ainsi Cg, g est une sous-
catégorie tannakienne neutre sur C de Cs,. ]

Dans la suite, on utilise les mémes notations pour les restrictions a Cg, g, des foncteurs
fibres wg, Weo, wia),a € Cr\ (EB U /E; U {T}) définis en Proposition 3.5.9.

Lemme 3.6.8. 51 X = (AO,Al,AOO,]\%,M;> est un objet de la catégorie Cg,. alors il
existe deuz sous-ensembles finis Ey et Ey de D\ {0} et C\ D respectivement tels que
X € Obj (Cg, 5. ). En particulier,

Ey=S(A)N(D\{0}) et E,=S(A)N(C\D)
pour une matrice A € GL,, (C(z)).

Démonstration. En utilisant les notations de la catégorie Cs,., introduite dans la Section
3.5.2, la matrice

e { op(Wo)AWy ' sur D (3.20)

Op(Weo) AWl sur PH(C)\ D
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satisfait . .
A=, (Wl) AW (3.21)

Ainsi, par le Lemme 2.1.3, A € GL,, (C(z)). De I'égalité My = %71W*W0, on a
S (1\%) c (S (VING) U S(?T*Wo)> N .
L’égalité (3.21) donne

W, = ¢! (T A) -, ™ (T A) o <VIA/J1> AT™ avec m e N*.

p

Pour un m € N assez grand et en utilisant que V[Af/l e GL, (/\/l (@)), on obtient

S (ﬁ/}) A C By avec Eo:=S(A)N(D\{0}),
voir Notation 3.6.5. De méme, grace a (3.20), on peut montrer que
S (m*Wy) C Eq.
Ainsi,
S (]\%) c By
et Ey est par construction un sous-ensemble fini de D \ {0}.

On obtient un résultat analogue pour M, : il existe un sous-ensemble fini de C \ D
noté E, tel que

S <J\7;> C En.
Finalement, X € Obj (Cg, g..)- O

D’aprés le Lemme 3.6.8, on sait que pour tout objet X de C,, il existe deux ensembles
finis Ey C D\ {0} et E,, C C\ D tels que X est en particulier un objet de Cp, p_. A
partir de maintenant, on considére deux sous-ensembles finis de D \ {0} et C\ D, notés
respectivement Fy et E.

Construction d’isomorphismes tensoriels de w, dans wfi), a€ X\ 7Ev0

Proposition 3.6.9. Soit a € ¥\ Evo. La transformation naturelle
FO,& : (A07 A17 AOO7 ]%J m) € Ob.] (CE07Eoo) ~2 j—%(a)

est un 1somorphisme tensoriel de wy dans wgl) (on confond Uapplication linéaire avec sa
matrice dans les bases canoniques).

Démonstration. Pour montrer cela, on doit vérifier que les conditions suivantes sont rem-
plies :
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e Condition pour étre un isomorphisme de foncteurs. Pour tous

X = (AO,Al,AOO,J\%,M\;> V= (Bo,BhBoo,Noy ) € Obj (Cgy,E..)

et tout (Sg, Sy, Soo) € Home,, ,,  (X,), le diagramme suivant est commutatif car

]/\7050 = §1]\% :
wo (X) =2 0 ()

Mo (a) l lf\fvo (@)

A7 (X) =™ ()

Ceci montre que I'g 7 est un morphisme de foncteurs. De plus, c’est un isomorphisme
car les My (a) sont des isomorphismes (par construction, My (a) est inversible).
e Condition de ®-compatibilité. Pour tous X', Y € Obj (Cg, k.. ),

Foa(X)@Tea (V) = Mo( )®No( )= (A%@]%) (@) =Tz (X®Y).

O
Construction d’isomorphismes tensoriels de w.,, dans w%b), be Yoo \ /bi;
Proposition 3.6.10. Soit b € Yoo \E.; La transformation naturelle
P (Ao, Ar A, Mo, Do) € ODj (Cry ) ~ Moo (D)
est un isomorphisme tensoriel de wy, dans wgb).
Démonstration. Preuve analogue a celle de la Proposition 3.6.9. O]

Construction d’automorphismes tensoriels de wy et w.,

Proposition 3.6.11. La transformation naturelle
(A0, A1, Asc, My, Mec ) € Obj (Cr ) ~ Ao

appartient o Aut® (wp).

Démonstration. Cela découle de I'égalité SpAy = BySy vérifiée par les morphismes de la
catégorie des connexions. O]

On obtient de méme le résultat suivant.

Proposition 3.6.12. La transformation naturelle
(A0, Av, Awe, Mo, Moy € Obj (Cpiy.) ~ Ase

appartient ¢ Aut® (ws).
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Construction d’isomorphismes tensoriels de wl ) dans wl(b)

Proposition 3.6.13. Soit a € @\ (E\g UELU {T}) La transformation naturelle
(4o, A1, Ase, My, M) € ODj (Crip) ~ A

est un élément de Iso® (w@,w%ﬁp)).

Corollaire 3.6.14. Soient a,ay,as € Yo\ E; et 5,51,52 €3\ /E\; On note

<A0,A1,AOO,M0, ) € Obj (Cry.5.)

alors
|:X - ObJ (CE07Eoo) ~ M() (Zil) MO (52)71:| & ISO® (W§a2),W§al)> s
. AV ARPRIACHD
X € ObJ (CEO,Eoo) ~ Moo <b1> Moo (bg) € Iso Wi , W1 s
X € 0D} (Cr) ~ Mo (@) Aoy (@) | € Aut® (w{?),
B -1 3
[X € Obj (Cryp.) ~ Mo (b) AM. (b) } € Aut® <w1(”)) .
Démonstration. Ceci découle des Propositions 3.6.9, 3.6.10, 3.6.11 et 3.6.12. O

Dans la suite, on notera aussi G la restriction de G au groupoide de Galois de Cg, ...

Corollaire 3.6.15. Les groupoides de Galois locauz GQ,Gl,GOO, les Toz, a € ¥g \ /EVO

(introduits en Proposition 3.6.9) et les T’ o b e Yo \E (introduits en Proposition
3.6.10) sont des éléments du groupoide de Galozs G. Le sous-groupoide de G engendré par
ces €léments est transitif.

On va montrer qu’ils engendrent un sous-groupoide Zariski-dense dans G. Pour la
théorie de Picard-Vessiot, ’argument principal pour montrer le théoréme de Schlesinger,
ou ses analogues, est la correspondance de Galois. Pour la théorie des catégories tanna-
kiennes, cela correspond au Théoréme 3.2.37.

3.6.3 Théoréme de densité dans le cas régulier
Catégories &, et C,

Définition 3.6.16. On dit que A € Obj (&) est un objet régulier de la catégorie Es, si le
systeme ¢,(Y) = AY est méromorphiquement équivalent en 0, en 1 et en oo a un systéme
régulier en 0, en 1 et en oo respectivement

On dit que <A0, Aq, As, MO, > € Obj (Cy) de rang n € N* est un objet réqulier de
la catégorie Cy, si Ag = A1 = Ay = 1,,.
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On note &, la sous-catégorie pleine de &, dont les objets sont les objets réguliers de
Esr. Cest une sous-catégorie tannakienne de &,.

On note C, la sous-catégorie pleine de Cy. dont les objets sont les objets réguliers de
Csr

Les catégories &, et C, sont équivalentes

Proposition 3.6.17. Les catégories &, et C, sont équivalentes. L’équivalence est donnée
par le foncteur F€ : C,. — &, qui associe & un objet ([n,]n,]n, My, M > de C,, l'objet

A= ¢, (Wo) Wyt (3.22)

de &, (notation introduite dans la catégorie des connexions, Section 3.5.2) et au morphisme

(SO, §1, Soo> € Homg, ((In, I,,1,, ]\%,]\7;) , (In,In,In,]Vo, 7\7\;» de C, le morphisme

R = )((]S()‘/VJ1
de & ou
X, € GL, (M (6)) Xy € GL, (M (D)), Xs € GL, (M (P! (C)\ D))

sont tels que

Démonstration. Ce foncteur est bien défini pour les objets car les égalités ¢, (]\A/[/O> = ]\70

et ¢, (MOO> = ]\7; impliquent que

A =g, (W) Wi = ¢, (T W) (T W) L (3.23)

Par le Lemme 2.1.3, on obtient que 7*A € GL,, (7*C(z)) d’'on A € GL,, (C(2)). De plus,
par les égalités (3.22) et (3.23), A est un objet régulier. On peut vérifier que le foncteur
J est aussi bien défini pour les morphismes.
Le foncteur 7 est une équivalence de catégories car il est :
e cssentiellement surjectif. Soit A € Obj(&,). Puisque le systéme ¢,(Y) = AY est
méromorphiquement équivalent en 0 & un systéme régulier en 0, il existe une matrice
B réguliére en 0 et une matrice Ty € GL, (C({z})) telles que B o, (To) ™" AT,
Comme B est reguhere en 0 par la Proposition 2.2.3, il existe Y(® € GL,, (M (D))

tel que B = ¢, (Y() YO Ainsi,
A= 6, (W) (W) (3.21)

avec Wy == ToY® € GL,, (C({2})). Comme A € GL,, (C(z)), par 'égalité (3.24) on
obtient Wy € GL ( (D)). On construit de méme W, € GL, (M (P'(C)\ D))
tel que

A=, (Wa) (W)
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De méme, il existe T} € GL, (C({z — 1})) tel que C = ¢, (T1)"" AT} avec C 1é-
guliére en 1. Ainsi, par le Corollaire 2.2.6, il existe Y e GL, (M ((E;)) tel que

6 (YO) = 7 C.Y 1 et
A =g, (W) (W) (3.25)

avec Wy := m*T1.Y ™  coefficients méromorphes en 1. Par I'égalité (3.25), on obtient

que VI’Z e GL, <./\/l (@)) On a

X = (Ina[najnamf\//l_lﬂ*wmﬁ\//l_lﬂ*WOO) € ObJ (Cr)

et
H(X) = A.

e plein et fidéle. Ceci est clair par construction.

Théoréme de densité
Le fait suivant rend la démonstration du théoréme de densité dans le cas régulier plus

simple.

Lemme 3.6.18. 5% (Sg7 571, Soo> est un morphisme de Cy,. entre deuz objets régquliers alors

S1 est a coefficients constants.

- I . 5 ~-1
Démonstration. Dans ce cas, pour tout z € C*, Sy (2P) = S1(Z). La matrice S; := Sjoln
a des coefficients méromorphes en 1 et pour tout z € C, Si(pz) = Si(2). On peut écrire

S1(z) = > Tp2* on les T sont des matrices a coefficients constants. Cela impose donc
k>N
que T}, = p*Ty, soit pour k # 0, Tj, est la matrice nulle, ce qui conclut. O

On note C, g, k., la sous-catégorie pleine de la catégorie Cg, g dont les objets sont les
objets réguliers. C’est une catégorie tannakienne neutre sur C munie des foncteurs fibres

W0y Woo, W1 © Cr gy By — Vect! (C)

définis de la fagon suivante :

e si X € Obj(C, g,k ) est de rang n alors pour ¢ = 0, 1, 0o,

Wi (X) = (Cn,

o si (So,gl,Soo> € Hom (C, g, 5. ) alors 5’1 a des coefficients constants d’aprés le
lemme précédent et on définit pour i = 0, oo,

wi <SO,§1,SOO> — S et w <SO,§1,SOO> — 3.
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Théoréme 3.6.19. On note X = (In, L, I, ]\%, ]W;) un objet de la catégorie C, g, g -
Le sous-groupe H de G = Aut® (wy) formé des

X s Mo (an) Mo (az) "5
X~ M, (51> Mo (52)
ol ay,as € Yo \ E; et 51,52 €30\ E; est Zariski-dense dans G.

Démonstration. On utilise le critére de densité donné par le Théoréme 3.2.35. On considére
Dy C wy (X) = C™ une droite stable par H (X). Il faut prouver qu’elle est stable par G (X).
Par hypothése, pour tous aj, as € g \ Fo, on a

My (@1) My (@) ™" Dy = D,
et donc . .
MO (51)_1 Dl - Mo (52)_1 Dl-

Ainsi, la droite ]\Afo (Zi)*l Dy ne dépend pas de a € X\ Eg, on la note Dy,
Dy := My (@) D, c C".

Soient d; € C", dy € C™ tels que Vectc(cﬂ) = D et Vectc(dy) = Dg. Pour tout a € EO\E,
il existe mq (a) € C tel que M, (@) do = g (@) dy. T existe donc une fonction 71y : B9 — C
telle que . B

Mody = mod,. (3.26)

- __ SN |
De méme, il existe d,, € C" tel que pour tout b € X \ Eu, Vecte(ds) = My <b> D,

et il existe une fonction My : Yoo — C telle que
Moodoo = Mingds. (3.27)

On obtient que
o X' :=(1,1,1,mp,mw) est un objet de C, g, g... En effet, 'égalité (3.26) implique
que my est une combinaison linéaire & coefficients dans C des coefficients de ]\Afo donc
my est méromorphe sur Xy. Elle vérifie ¢, (mg) = myg. L'égalité (3.26) implique aussi
que I'ensemble des singularités de mg est contenu dans I'ensemble des singularités de
M. Par le méme argument, mq, est méromorphe sur X, et vérifie ¢, (Mmog) = M.
L’ensemble des singularités de mo, est contenu dans 'ensemble des singularités

de M. 1l reste a4 montrer quil existe w; € M (@) non nul, wy € M (D) et
Wso € M (P'(C) \ D) tels que

Wiy = T Wy
WMo = T Weo

Puisque X est un objet de la catégorie C, g, g, il existe
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W, € GL,, (M (6)) Wy € GL, (M (D)), Wi, € GL, (M (P! (C)\ D))
tels que V[Nflj\% =1m1W, et I/IN/}]\//T; = "W Ainsi,

T Wody = szj\fzodo = 771/01/7151 sur - Xo;
T Wooldoo = WiMoodoo = mooWidy sur Y.

Un coefficient non nul de la matrice colonne VIA//ld~1 satisfait les conditions requises
pour &tre w;. En effet, on a bien w; € M (@) et Iégalitée m™Wody = T%WA//lle
montre que wy est une combinaison linéaire a coefficients dans C des coefficients de
Wy donc wy est méromorphe sur D. On obtient le résultat analogue pour we.

o m = <d0,cz,dw> : X' ~» X est un morphisme de C, g, g . Ceci est clair car
do, c?l, ds € C™ vérifient
dymo = Moydy
dimey = Myods .
Pour tout g € Aut® (w1|< X>), le diagramme suivant est donc commutatif

w1 (A7) L5 oy ()

ainsi, g (X)dy = dig(X') = g(X’)dy. Comme g(X') € C*, on a g(X)D; = Dy ce qui
conclut la preuve. O
3.6.4 Théoréme de densité dans le cas singulier régulier
On considere le systéme singulier régulier en 0,1 et oo suivant :
op(Y) =AY

avec A(z) € GL, (C(2)).
On se restreint a la sous-catégorie pleine Cg, g de Cs.. Par le Corollaire 3.6.15, les
groupoides de Galois locaux Gy, Gy, G, les isomorphismes galoisiens

FO,ZB : <A07 A17 AOO7 ]%a m) S ObJ (CE(),EOO) ~ ]% (50)

pour tout zg € X \ /Evo et les

Foo,z'ovo : <A07A17Aooa ]%7 ]/\EO/O) € ObJ (CE(),EOO) ~ MOO (5;/0)

pour tout zo, € Yoo \ Ei; sont des éléments du groupoide de Galois G de la catégorie
CE07E00'
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Théoréme 3.6.20. Les groupoides de Galois locavz Gy, G1,G et les g 5, 7z pour
tous zg € 3o \ Fo, Zoo € Yo \ Foo engendrent un sous-groupoide H qui est Zariski-dense
dans le groupoide de Galois G de Cg, g, .

Démonstration. Pour montrer cela, on utilise le critére de densité donné par le Théo-
réeme 3.2.37. Soit X = <A0,A1,AOO,M0,MOO> un objet de Cg, g, . Pour chaque objet

Wo, wga, Weo, ¢ € C* \ <Ev0 U By U {T}) du groupoide G on choisit une droite

D; Cw; (X)=C" pour i=0,00 et Z)vl(anga(X):(C”_

On suppose que cette famille de droites est globalement stable par H (X). Il faut montrer
que cette famille de droites est aussi laissée globalement stable par G (X).

Notons p : G — GL (w (X)) la représentation de G correspondant a X par dualité
tannakienne.

La restriction pig, : Gi = GL (w (X)) est la représentation correspondant a A; par

dualité tannakienne pour la catégorie P1). Par hypothése, les droites ﬁ(a sont globale-
ment stables sous ’action de Gy donc elles induisent une sous-représentation de dimension
1 de pig,. Elle correspond par dualité tannakienne & un sous-objet de rang 1 de A; dans
PW. Ce sous-objet est la donnée de a; € Obj (P") de rang 1 et d’un monomorphisme

dy : a; — A;. Ainsi, on obtient a; € C* et d; est une matrice colonne ayant pour coeffi-
cients des polynomes de Laurent en In telle que

p (cﬁ) a = Aid, (3.28)

et
o7 (@) c=d@c=D,"

La restriction pg, : Go — GL (w (X)) est la représentation correspondant a Ay par
dualité tannakienne pour la catégorie P(©). Par hypothése, la droite Dy est stable sous
I'action de G donc elle induit une sous-représentation de dimension 1 de pg,. Elle cor-
respond par dualité tannakienne a un sous-objet de rang 1 de Ay dans P©. Ce sous-objet
est la donnée de ay € Obj (73(0)) de rang 1 et d’un monomorphisme dy : ag — Ag. Ainsi,
on obtient ag € C* et dy € C™ tels que

doag = Aodo (329)

et
Cdo = DO .

On procéde de méme pour la catégorie P(>) et pour le groupoide Goo. On obtient
Aooloo = Asoloo (3.30)

avec (o € C*, dy, € C" et
Cde = Do
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Pour tout a € ¥ \ ET), la stabilité sous I'gz de la famille de droites signifie que I'on a
Foa(X):wo(X)— w?) (X) qui satisfait ['gz (X) Dy = /Dj(a), c’est-a-dire

=~ =~ (@)
MO (CL) DQ = D1 .

Ainsi, pour tout @ € %o \ Ey, il existe g (@) € C tel que My (@) do = 1 (@) dy (@). On
obtient donc une fonction myg : X9 — C telle que

Mody = migd;. (3.31)

~ __ N
De méme, pour tout b € Y, \ Fo, Doo = My <b> Dl(b). Il existe donc une fonction

Moo © Yoo — C telle que - B
Moods = moody. (3.32)

On obtient que

o X' := (ag, a1, 000, My, Moo) est un objet de Cg, g, . En effet, I'égalité (3.31) implique
que 1y est une combinaison linéaire, a coefficients dans les polynomes de Laurent en
In, des coefficients de M. La fonction my est donc méromorphe sur Xy. De Iégalité

bp (Z\%) = Alj\%Agl, on a
Pp (J\Ajo) do = Alj\A[oAaldo-
Les égalités (3.28), (3.29) impliquent donc
p (Mo) = armoay
Le méme argument montre que my, est méromorphe sur X, et vérifie
Bp (M) = a1y -

De plus, les singularités sont telles que S (m;) C E, i = 0,00 (pour plus de détails
voir la remarque qui suit). Afin de montrer que X’ est un objet de Cg, g, il reste a

montrer qu’il existe w; € M (@), wy € M (D) et woe € M (P*(C)\ D) non nuls

tels que
wymy = T wq
WMo = T Weg -

Puisque & un objet de la catégorie Cg, g, il existe
W, € GL, (M (6)) Wo € GL, (M (D)), Wi, € GL, (M (P (C) \ D))
tels que VVIJ\% =1Wy et %m = "W Ainsi,

T Wody = ‘/71]\/]0610 = 7770“/71671 sur Y
W*Woodoo = WlMoodoo = W/?.;Wldl sur Eoo
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Un coefficient non nul de la matrice colonne I/IA//lle satisfait les conditions requises
pour étre w;. En effet, on a bien wy; € M (C*) et I'égalité m™*Wody = moWid,
implique que wy est une combinaison linéaire & coefficients dans C des coefficients
de Wy. La fonction wy est donc méromorphe sur D. Le méme argument donne que
W st méromorphe sur P! (C) \ D.

o m = <d0,c?1,doo> : X' ~» X est un morphisme de Cg, g, puisque dy,do € C*, c?l a
pour coefficients des polynomes de Laurent en In et

dyiio = Mody

La famille de droites, fixée par le sous-groupoide H, est laissée globalement invariante par
le groupoide G puisque :

e pour tout g; € Aut® (wi|<X>), 1 =0, 00, le diagramme suivant est commutatif

P (X)) == w; (X)
i(m):dij Lwi(m):dz
Wi <X) 9:(X) ‘ (X)

ainsi g; (X) dz = dzgz (X/) = g; (X,) dl Puisque g; (X/) € C*, on a g; (X) DZ = Dz

e pour tout g; € Iso® <w§a)|<x>,wic~2)|<x>>, le diagramme suivant est commutatif

A () 2220 ()
w@(m):g;(a)l wa@(m):mcz)
)

W\ (X) mwi” (X)

ainsi, g, (X) B’l(m) _ 5’1(62).
- b
e pour tout hy € Iso® <w0|<x),w£ )‘<X>> et tout ho € Iso® (WOO(X>7W1( )|<X))7 on

—~@ —~ (b
montre de méme que hg (X) Dy = Dl( : et hoo (X) Do = Dlo.
]
Remarque 3.6.21. On s’intéresse aux singularités de my. Par Pégalité (3.31),
—~ 1 ~ -1~
mo do = My dy,
on obtient donc

—~ 1

Poles (y ") C (Poles (My ) UPoles (d1) ) N € Eo
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car Poles (cflvl) C {T} Aussi, Zéros (7716_1) C Evo car si a € Zéros (7770_1) N (Eo \ EB)
alors M, (@)~" est bien définie et inversible mais 0 = M, (@) 'd; (@) or dy (@) # 0 (car

a e Cr \ (EB UELU {T}) et Vected; (@) = Dia) # 0) ce qui est absurde. Ainsi,

S (o) C Ey.

Le méme argument montre que -
S (M) C Eme.

Remarque 3.6.22. Dans le cas particulier A(0) = A(1) = A(co) = I, on obtient a
nouveau le théoréme de densité dans le cas régulier, Théoréme 3.6.19, puisque dans ce cas
les groupoides de Galois locaux Gy, G, G4 sont triviaux.



Chapitre 4

Algorithme pour reconnaitre les
systémes singuliers réguliers

In this chapter, we give an effective characterisation of Mahler systems that are regular
singular at 0, that is, systems which are equivalent to constant ones. In particular, it gives
an effective characterisation of Mahler systems to which the analog of the Schlesinger’s
density theorem applies, Theorem 3.6.20. In Section 4.1, we give characterisations of
regular singular Mahler systems, they are similar to those obtained for the differential
equations or the ¢-difference equations, recalled in Section 1.3. We also make the link
between the notion of regular singularity used in this chapter and the one used in the
previous chapters.

From Section 4.2, we present a joint work with Colin Faverjon, see [FP21]. In Section
4.2, we explain the main ideas. In Section 4.3, we study the solutions of the equations
satisfied by the columns of a gauge transformation : we compute some bounds for their
valuations and we find some admissible ramifications. In Section 4.4, we exhibit some
linear equations which must be satisfied by the first coefficients of such solutions and we
consider the vector space of solutions of such linear equations. Then, we prove our main
theorem (Theorem 4.4.11). We describe the main algorithm in Section 4.5 and we compute
a bound for its complexity. Section 4.6 is devoted to the study of some examples. Finally,
in Section 4.7 we discuss some open problems.

4.1 On the regular singular Mahler systems

4.1.1 A characterisation of the regular singularity at 0
We consider the Mahler system
6p(Y) = AY (4.1)
with A € GL, (C({z})).

Proposition 4.1.1. A Mahler system of the form (4.1) is regular singular at 0 if there
exists T € GL,, (C((2))) such that ¢,(T)" ' AT is a constant matriz.

99
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Proof. From Section 3.1.1, we infer that the Mahler system (4.1) is regular singular at
0 if and only if there exists 7. € GL,, (C({z})) such that ¢,(T.)"*AT, is a constant
matrix. Let T € GL,, (C((z))) be such that ¢,(7) ' AT is a constant matrix, denoted by
C € GL,, (C). We have to prove that the entries of T" are convergent. We denote by B the
matrix A~! and by 7y (respectively () the valuation at 0 of T' (respectively of B). Thus,

T = B, (T)C (4.2)
and if
T(z):=Y T2, B(z):=>» Bz with T),B € M,,(C)
I>79 1>po
then for all n > 7o,
T, = Z BT, | C.
(k,0): k+pl=n

Let p = [—=fBo/(p — 1)]. If n > p, then the 7; which are taken into acccount in the
right-hand side of the previous equation are the ones for which [ < n. Thus, for n > pu,

we have
n—1
T, = < 5 Bn_plTl> C (4.3)

=79

where By, :=01if k < f3,.
Without loss of generality, we can assume that 79 = 0. Indeed, if U := 27T and
D := zP=Y7 B then, from Equation (4.2),

U = D¢P<U)O7

with U € GL,, (C((2))) such that its valuation at 0 is 0. Moreover, the system ¢,(Y) = BY
is regular singular at 0 if and only if ¢,(Y) = DY is regular singular at 0.
From Equation (4.2), By < (1 — p)7o and since 70 = 0, Sy < 0. Let ¢, = ||T,.],

b, = ||Bys|| and ¢ := ||C||. The function »_ b,z" is holomorphic at 0 so there exist
n>0

K € Rt and p > 1 such that for all n € N, b, = |b,| < Kp™. Thus there exists M € R,
M > K, such that for all n > 3,

b, = |by| < Mp™.
We introduce the sequence (#,) _ defined by

%::to,...,gzztu

n—1
Vn>p, t,=cM > p" .
1=0

Thanks to the equation (4.3) and the fact that p"?' < p"~lif [ > 0, with an immediate
induction we deduce that 0 < t,, <t, for all n > 0. Therefore, in order to prove that the
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entries of T are convergent, it is enough to prove that 5(z) := >_ #,2™ is convergent. We

n>0
have
+oo n-—1
5(z) = th +cM > Zp"ltlz
n= /H-ll
—th +CMZ Z P2 + e M Z Zp” 2"
n=0 I=0 n=p+1 I=p+1 n=l+1
— Z tn2" +cM Z(tlzl Z P2 )+ eM Z £2! (Z p”z")
= =0 n=p—I+1 l=p+1 n=1

+o0 pn—l
:nzz:l pnzn_nzz:l pnzn
= [(2) +cMyg(2)s(2)

+oo
where f(2) = Z tn2"—cM Z Z tip"z" and g(z) := Y p"2" are holomorphic functions
n=1

=0 n=
at 0. Therefore

z
1—cMg(z)
and 5(z) is the expression as a series around the center z = 0 of this holomorphic function.
+o00o
Thus, > t,z" has a nonzero radius of convergence. ]
n=0

Corollary 4.1.2. A Mahler system (3.1) is regular singular at 0 if and only if there exists
T € GL,,, (C((2))) such that ¢,(T)"YAT is a constant matriz.

4.1.2 An extension of the definition of the regular singularity

In the previous section, we saw that the Mahler system (3.1) is regular singular at 0
if and only if there exists T € GL,, (C((2))) such that ¢,(T) " *AT is a constant matrix.

Here, we consider a new definition of the regular singularity, which is also used in the
literature :

Definition 4.1.3. Let K be the field of Puiseux series with complex coefficients i.e. the

field
K := U C ((zl/d)) .
deN~
A Mabhler system (3.1) is Puiseux regular singular at 0 if there exists U € GL,, (K) such
that ¢,(¥)'AV is a constant matrix.

Remark 4.1.4. The difference between this definition and the definition of regular singular
systems at 0 is that, in this definition, we consider gauge transformations ¥ with entries
in the field K instead of the field C((2)). Of course, a Mahler system which is regular
singular at 0 is also Puiseux regular singular at 0. However, the converse is false.

One can notice that the system (3.1), associated with the matrix A, is Puiseux regular
singular at 0 if and only if there exists d € N such that the system associated with the
matrix A (zd) is regular singular at 0.
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From [Roq20], a characterisation of the Puiseux regular singularity at 0 can be done
with the solutions of the system. Let us give more details on this. Let H denote the
field of Hahn series. The map ¢, naturally extends to matrices with entries in . In
[Roq20], Roques proved that for every p-Mahler system there exists a matrix ¥ € GL,,(H)
such that ¢,(V)"*AV is a constant matrix. Thus, any Mahler system has a fundamental
matrix of solutions of the form VO, where U is a matrix with entries in ‘H and © is a
fundamental matrix of solutions of a constant system. Among them, the Puiseux regular
singular systems are those for which the matrix ¥ belongs to GL,,(K). Therefore, we have
the following result.

Proposition 4.1.5. A Mahler system is Puiseuz reqular singular at 0 if and only if it
has a fundamental matriz of solutions of the form VO where U is a matriz with entries
mn K and © is a fundamental matriz of solutions of a constant system.

For any constant Mahler system ¢,(Y) = CY, C' € GL,, (C), one can build a funda-
mental matrix of solutions using the functions

((z) :=loglog(z)/log(p) and e.(z) := log(z)loe(c)/1os()

with ¢ € C* in the set of eigenvalues of C' (see [Roq18|). For example, if log denotes the
principal value (i.e. it is defined in C \ R™) then one can see that ¢, (¢) = ¢+ 1 and
¢, (€.) = ce. on the sector

{z € C[ arg(2) €]0,7/p[}.
We want to study the growth of the solutions at 0 of a Mahler system which is Puiseux

regular singular at 0.
For all ¢ > 0 and «, § € R such that |a — 8| < 27, we write

Sape = {2 € C" | arg(2) €], A, |2] < €}

Definition 4.1.6. An analytic function f in an open set of the form S := S, is
of moderate growth on S if there exist N € Z and a positive real number ¢ such that
|f(2)] < c|z|N on S. We say that the Mahler system

6,(Y) =AY with A€ GL,, (C{z}). (4.4)

has solutions of moderate growth at 0 if for all a, 8 € R satisfying |a— 3| < 27, there exists
¢ > 0 such that the system (4.4) has a fundamental matrix of solutions whose entries have
moderate growth on S, 3.

Example 4.1.7. A constant Mahler system has solutions of moderate growth at 0.
Theorem 4.1.8. We consider the Mahler system
op(Y) =AY with A€ GL,, (C{z}). (4.5)

The following assumptions are equivalent.

1. The Mahler system (4.5) is Puiseux regular singular at 0.
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2. The Mahler system (4.5) has solutions of moderate growth at 0.

Proof. 1t is a consequence of Corollary 4.1.2 and Proposition 4.1.5. Indeed, from these two
results, the Mahler system (4.5) is Puiseux regular singular at 0 if and only if its solutions
are of the form WO where © is a fundamental matrix of solutions of a constant system
and there exist N € N such that the entries of W (2"V) are in C({z}). These solutions
are of moderate growth at 0. If the Mahler system (4.5) is not Puiseux regular singular
at 0, there are Hahn series which are not Puiseux series in the fundamental matrices of

solutions. Thus, the Mahler system (4.5) does not have solutions of moderate growth at
0. O

4.2 Introduction of the problem

This part is a joint work with Colin Faverjon. We describe an algorithm which de-
termines whether or not a Mahler system is Puiseux regular singular at 0. So, from now
on, in order to simplify the teminology, we call “regular singular at 0” systems which are
“Puiseux regular singular at 07.

We work with the computable field Q, instead of C, because we want to obtain algo-
rithms and to study their complexity. Thus, from now on, K is the field of Puiseux series
with algebraic coefficients i.e. the field

K= J ),

For an integer p > 2, we write

¢ K — K
fz) = f(P)

and this map naturally extends to matrices with entries in K. We consider Mahler systems
of the form

o, (Y) = AY, A€ GL, (Q(2) . (4.6)

As explained previously, in this part we use the following definition of Mahler systems
which are regular singular at 0.

Definition 4.2.1. A Mabhler system (4.6) is regular singular at 0, or for short regular
singular, if there exists ¥ € GL,, (K) such that ¢,(¥) ' A¥ is a constant matrix.

Definition 4.2.2. Let p > 2 be an integer, and let A, B € GL,, (Q(z)). Let k be a
subfield of H, the field of Hahn series. The p-Mahler systems

op(Y) =AY and ¢,(Y)=BY
are said to be k-equivalent if there exists a matrix ¥ € GL,, (k) such that
op(V)B = AV

In that case, the matrix W is called an associated gauge transformation.
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We recall that this choice for the equivalence class ensures that if ) is such that
¢,(¥) = AY then ¢, (V'Y) = B(¥~'Y). With this definition, the regular singular
systems are the ones that are K-equivalent to constant systems.

A Mabhler system is strictly Fuchsian at 0 if the entries of A are analytic functions
at 0 and A(0) € GL,, (@) To say it differently, a system is strictly Fuchsian at 0 if O is
not a singularity of this system. It follows from [Roq18, Prop. 34| that systems which are
strictly Fuchsian at 0 are regular singular at 0. Since the p-Mahler system associated with
some matrix A and the p-Mahler system associated with the matrix z” A for some v € Z
are K-equivalent, there exist systems which are regular singular at 0 but are not strictly
Fuchsian at 0. Note that not all Mahler systems are regular singular at 0. For example,

the system
171 1
¢2(Y) = ) ( 1 -1 ) Y

z z

associated with the generating series of the Rudin-Shapiro sequence is not regular singular
at 0 (see Section 4.6.3). The main result of this paper reads as follows.

Theorem 4.2.3. Let A € GL,, (Q(z)) and p > 2. There exists an algorithm which de-
termines whether or not the Mahler system (4.6) is regular singular at 0. This is done
by computing the dimension of an explicit Q-vector space. If the system is regular sin-
gular at 0 the algorithm computes a constant matriz to which the system is equivalent
and a truncation at an arbitrary order of the Puiseuxr expansion of an associated gauge
transformation.

In [CDDM18], the authors built an algorithm to decide whether or not a linear ho-
mogeneous Mahler equation has a complete basis of solutions in K. If it is the case, the
associated Mahler system is regular singular at 0 and K-equivalent to the identity matrix.
From this point of view, Theorem 4.2.3 can be seen as a generalisation of the results of
[CDDM18]. Our algorithm is implemented in Python 3!. Bounds for the complexity are
given in Section 4.5.

Remark 4.2.4. Thanks to the algorithms which determine if a g-difference system is regular
singular at 0, see for example [BBP08|, and thanks to Theorem 4.2.3, we can test if the
Mabhler system (4.6) is regular singular at 0, 1 and co. Indeed, using the change of variables
z = e" one can test the regular singularity at 1 using the theory of ¢-difference systems.
Furthermore, one can know if the Mahler system (4.6) is regular singular at co by applying
Theorem 4.2.3 to the system A(1/z).

We briefly present our strategy of proof. Assume that the Mahler system is K-
equivalent to a constant system ¢,(Y) = AY with an associated gauge transformation
U € GL,,(K). We can suppose that A is a Jordan matrix. Thus, using the relation
¢p(¥)A = AV, the columns 4, ..., 9, of U are solutions of equations of the form

Aigp(;) + €ipp(;_q) = A, (4.7)

1. The implemented algorithm is available at the following URL address :
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03147365/file/AlgoRegularSingularMahlerSyst.py.
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where ¢; € {0, 1}, \; is an eigenvalue of A and 1, := 0. Thus, to prove that some Mahler
system is regular singular at 0, we will have to solve equations of the form (4.7). Section
4.3 is devoted to the study of the solutions of such equations. We compute some bounds
for their valuations and we find some admissible ramification. In Section 4.4, we exhibit
some linear equations which must be satisfied by the first coefficients of such solutions
and we consider the vector space of solutions of such linear equations. Then, we prove our
main theorem (Theorem 4.4.11) which states that the system is regular singular at 0 if
and only if the dimension of this vector space is precisely m. We describe the algorithm
of Theorem 4.2.3 in Section 4.5 and we compute a bound for its complexity. Section 4.6
is devoted to the study of some examples. Finally, in Section 4.7 we discuss some open
problems.

Notation. We let vy : Q[[2]] = Z N {00} denote the valuation at z = 0 : for f € Q][2]],
vo(f) is the supremum of the integers v € N such that f belongs to the ideal 2*Q[[2]]. It
extends uniquely as a valuation from K to Q. We also extend it to the set of matrices
with entries in K where vy(U) denotes the minimum of the valuations at 0 of the entries
of a matrix U. Let f be a polynomial. We let deg(f) denote the degree of f. If M is a
matrix with entries in Q(z), and f is the least common multiple of the denominators of

the entries of M, we define M := fM and

deg(M) := max (deg(f), deg <]\7>) :

Our bounds for the complexity of the algorithms presented here are given in terms of
arithmetical operations in Q. Given f,¢ : N — R>o we use the classical Landau notation
f(n) = O(g(n)) if there exists a positive real number x such that f(n) < kg(n) for every
integer n large enough. Given a n > 0, we let M(n) denote the complexity of the product
of two polynomials of degree at most n, and MM (n) denote the complexity of the product
of two matrices with at most n rows and n columns.

For the sake of clarity, we shall denote by Roman capital letters A, B, C, ... matrices
whose entries are effectively known and by Greek capital letters W, © A, ... the other
matrices. While matrices are denoted by capital letters W, O, U, ..., the columns of these
matrices should be denoted by bold lowercase letters ¥, t, u, .. ..

4.3 Index of ramification and valuation at 0 of a gauge
transformation

Assume that the Mahler system (4.6) is regular singular at 0, that is, it is K-equivalent
to a constant system ¢,(Y) = AY with an asociated gauge transformation W. We can
assume that A is a Jordan matrix. Thus, the columns 1, of ¥ satisfy Equation (4.7).
This section is devoted to the study of the solutions of such systems. Precisely, consider
a Puiseux series g € K™ and some nonzero algebraic number A\ € @* We study the
solutions f € K™ of the system

Aop(f) + ¢p(g) = Af . (4.8)
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We compute some integer d such that any solution of this equation belongs to Q ((zl/d))m
assuming that g also belongs to Q ((zl/d))m. Then, this integer d being fixed, we exhibit
an integer vy such that vo(f), the minimum of the valuations of the entries of the vector
f, is at least v4/d assuming that vo(g) > v4/d.

4.3.1 The cyclic vector lemma

In [CDDM18], the authors developed a method to solve linear Mahler equations that
is equations of the form

QWY + 010p(Y) + RELY) + -+ gm0 (y) — o5 (y) =0,

with qo,...,qn_1 € @(z) Actually, one can use these results to solve linear systems of
the form (4.8). In order to do that, we use a result known as the cyclic vector lemma. For
the sake of completeness, we develop here a proof of this result.

Theorem 4.3.1 (cyclic vector lemma). Any Mahler system (4.6) is @(z)—equz'iglent to a
companion matriz system i.e. there exist P € GL,, (@(z)) and qo, ..., qm-1 € Q(2) such
that ¢,(P)AP™! = Acomp where

0 1 0 0

Acomp = e T 0 . (49)
0 o v 0 1
qo PR PR DY qm—]_

Proof. We adapt the proof of Birkhoff given in [Bir30, §1| and of Sauloy given in [Sau00,
Annexe B.2|. In order to build such a matrix P, we build its rows ry, ..., r,,. These rows
must be linearly independent and must satisfy

¢p(ri)A=ripy for 1<i<m-—1. (4.10)
Therefore, we are looking for a vector r € C(z)™ such that ry = r, r;py = ¢, (r;) A,
1 <i<m—1 form a basis of C(2)™. For this purpose, we choose a z; € C* not a root of
unity such that A(z),..., A (zg’"”) € GL,,, (C) (such a zj exists because the matrix A
has finitely many singularities). Now, by polynomial interpolation, since zg, 2, . . . 7ng71
are all different, we can choose r € C(z)™ such that
I'(Z()) = e
r(z) = exA(z)™
: (4.11)
pmfl _1 pm72 -1
r(zp ) = enA(z)'...A (Zo >
where ey, ..., e, is the canonical basis of C(z)™. Write r; := r and define recursively

riy = (ﬁp(ri)A, 1§z§m—1
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By construction,
ri(z0) = e€;.
The matrix P, whose rows are ry,..., I, satisfies P(zy) = I,,. Thus, P € GL,, (C(z)).
Write
(Q0s - -+ s Gm_1) = dp(rm) AP
Then Acomp = ¢p(P)AP™! is a companion matrix of the form (4.9). O

Remark 4.3.2. A different choice for zy, for the basis ey, ..., e, and a different rational
interpolation in the proof of Theorem 4.3.1 would lead to a different matrix P and different
rational functions qo, . .., ¢n_1. However, the different companion matrices obtained after
this process, with these different choices, are Q(z)-equivalent. Actually, any companion
matrix system equivalent to (4.6) can be obtained by this process. Indeed, assume that
P € GL,,(Q(2)) is such that ¢,(P)AP~! is a companion matrix. Let z, be chosen as
in the proof of Theorem 4.3.1 with the additional assumption that P is well defined and
nonsingular at zo. We now let ey, . . ., e, denote the rows of P(z), instead of the canonical
basis. Let r denote the first row of P. Since ¢,(P)AP~! is a companion matrix, r satisfies
(4.11). Then, let ry, ..., r,, be defined from r and A as in the proof of Theorem 4.3.1. One
easily checks that ry,...,r,, are the rows of P.

4.3.2 Ramification indexes of vector solutions of Mahler systems

We let
D={deN|1<d<p™—1,ged(d,p) =1} CN. (4.12)

Herebelow, it is a lemma about the ramifications of the solutions of systems of the form
(4.8).

Lemma 4.3.3. Let A € GL,, (Q(2)).
1. There exists an integer d € D such that for any \ € Q" and f € K™ satisfying

Aop(f) = Af (4.13)
we have f € Q ((Zl/d))m.

2. Let d be an integer obtained previously, in 1. If g € Q((2Y/4))™, A € Q" and f € K™
satisfy

Op(fIN+ dp(g) = Af (4.14)
then f € Q((2Y/))™.

Proof. By Theorem 4.3.1, there exists P € GL,,(Q(2)) such that Acomp = ¢,(P)AP™! is
a companion matrix, that is,

0 1 0o --- 0
Acomp = : 0 where qq, ..., qm-1 € Q(2). (4.15)
0 0 1

qU o e e o .. qul
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We let f, g, \ be as in the lemma. We have

)‘Qﬁp(Pf) = Acompp.f and ¢p(Pf>>\ + (bp(P)g = Acompr

so, without loss of generality, we replace Pf with f and ¢,(P)g with g, which does not
modify the ramification index, and we assume that A = A.omp. Let fi,..., f,, € K and
Gis o gm € Q ((zl/d)) be the entries of f and g respectively. Since A is a companion
matrix, from Equalities (4.13) and (4.14) we have respectively for every i € {1,...,m—1},

fis1 = Ap(fi) =+ = XN¢, (f1) (4.16)
and A
fiv1 = Op(gi) + Ap(fi) = -+ - = )\2@25; (f1)+ Z )\j_lﬁﬁf;(gz‘—jﬂ)- (4.17)
j=1

First, let us prove the point 1. From (4.16), in order to prove that f € Q ((zl/d))m,

it is enough to prove that f; € Q((z'/?)). It follows from (4.16) and the last row of the
system (4.13) that f; is a solution of the Mahler equation

Q@Y + A1 dp(y) + -+ X" 10 T (y) — AR (y) = 0. (4.18)

Let H € R? denote the lower hull of the set of pairs (p’,vo(Ng;)), 0 < ¢ < m, with
Gm = 1. Let d € N* be the least common multiple of the denominators of the slopes of
‘H which are coprime with p. If there are no such denominators we write d := 1. Since
vo(N'q;) = vo(q;), this integer d does not depend on \. From [CDDM18, Prop. 2.19|, d € D
and any solution y € K of (4.18) belongs to Q ((z'/9)). Therefore, f; € Q((z"/%)).

Now, we fix such an integer d and we prove the point 2. From (4.17), it is enough to
prove that f; € Q((z'/?)). Tt follows from (4.17) and the last row of the system (4.14)
that we have

Qi + A dp(f1) +--- + /\m_IQm—@;n_l(fl) - )\m(/ﬁ;n(fl) = go; (4.19)

where gy € Q ((2'/9)) is a Q(z)-linear combination of the ¢J(g;) for i € {1,...,m} and
7 €10,...,m — 1}. First, we prove that f; € Kq, where

| T ([ '
Ko, : gc@«zl “)) K

The function f; € K can be written as
J1="ho+ hy

where hg € Kqp and none of the monomials in the Puiseux expansion of h; belongs to
Kqp. Then, none of the monomials of the Puiseux expansion of qbg;(hl), j€{0,...,m},
belongs to the field Kq4 . Hence, since

90 € Q((2"7)) C Kap,
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it follows from (4.19) that hy is a solution of (4.18). From the proof of the point 1,
hi€Q ((zl/d)). Thus we have hy = 0 and f; = hg € Kqp. Let {5 be the smallest integer

such that f; € Q ((21/(@[0))). We assume by contradiction that ¢y > 0. From (4.19), f;
is a Q(2)-linear combination of gy and the gb%(fl) for j € {1,...,m}, which are elements of
Q ((21/(‘11’2071))), thus f; € Q ((21/(@[071))), a contradiction. As a consequence, £y = 0
and f; € Q ((2'/4)) as wanted. O

Notation 4.3.4. We let Dy C D denote the set of integers d € D satisfying the point 1
of Lemma 4.3.3.
Corollary 4.3.5. The following three propositions are equivalent.

(1) The Mahler system (4.6) is regular singular at 0.

(2) The system (4.6) is Q((2Y/?))-equivalent to a constant system for some d € Dy.
(3) The system (4.6) is Q((z'/?))-equivalent to a constant system for every d € Dy.

Proof. We only have to prove that (1) implies (3). If the Mahler system (4.6) is regular
singular at 0, we let

A= ¢,(U)TAV € GL,,(Q) (4.20)

denote the constant matrix which is K-equivalent to A, thanks to a gauge transformation
V. Without loss of generality, we assume that A is a Jordan matrix, that is,

Jsl (>‘1>
‘]82 <>‘2)

S (Ar)

where A1, ..., A, are algebraic numbers and Jg,()\;) is the Jordan block of size s; associated
with the eigenvalue \;. Let

17/]1,17 ce 71701,5171!)2717 cee 71/’27527 cee 7,¢'r,17 ce 717/Jr7sr

denote the columns of ¥ indexed according to the Jordan normal form of A. From (4.20),
for any 7,7 € Nsuch that 1 <7 <r, 2 <j <s; one has

/\i¢p(7/’i,1) = Al/)i,h and /\i%(d’i,j) + ¢p('¢z‘,j—1) = A¢i,j- (4-21)

Let d € Dy. We fix an integer i € {1,...,r} and we prove by induction on j € {1,...,s;}
that 1, ; € Q ((zl/d))m for every 7 € {1,...,s;}. From Equation (4.21) and Lemma 4.3.3,
P, € Q((2/9))". Assume that 1, ;,_, € Q ((¢¥/?))"™. Equation (4.21) and Lemma 4.3.3
also give that 1, ; € Q ((2'/9))"™, as desired. O
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4.3.3 Valuations of vector solutions of Mahler systems

In this subsection, we fix an integer d € Dy and we consider

va = [duo(4)/(p— 1)), (4.22)
We study the valuation at 0 of the solutions of the equations (4.8).

Lemma 4.3.6. Let A € Q" and let g € Q((z/4)™ be a Laurent series whose valuation
is not less than vg/d. The valuation at 0 of a solution f € Q((z/%))™ of

Aop(f) + dp(g) = AS, (4.23)

is greater than or equal to vg/d.

Proof. From (4.23) we have

pvo(f) = min (vo(A) + vo(f), pro(g)) := no.

Two cases occur :
o If ng = vo(A) + vo(f), then puo(f) > vo(A) 4+ vo(f) and

U()(A
-1

~—

vo(f) =

i

Since duvg(f) is an integer we have dvy(f) > v4, as wanted.
e If ng = pvo(g) then vo(f) > vo(g), which concludes.
]

Corollary 4.3.7. Let d € Dy. If the Mahler system (4.6) is reqular singular at 0, an
associated gauge transformation can be written as

U(z) =Y ¥,2"" € GL, (Q(("))

n>vg
where U,, € M,,, (C). The matriz V,,, might be a zero matriz.

Proof. Reasoning by induction as in the proof of Corollary 4.3.5, this result follows from
Equation (4.21) and Lemma 4.3.6. O

4.4 A characterisation of regular singular systems

In this section, we consider the Mahler system (4.6) and we fix an integer d € D.
From Corollary 4.3.5, the Mahler system (4.6) is regular singular at 0 if and only if there
exist U € GL,, (@ ((zl/d))), an associated gauge transformation, and A € GL,, (@) such
that

WA = A1, (T). (4.24)
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Therefore, instead of looking for a gauge transformation ¥ with entries in Q ((zl/ d)), we
use the operator ¢g : z — 2% and work in the field Q((z)) of Laurent series. Let

@d = de (\I/) and Bd = gbd(A_l). (425)
Applying ¢4 to (4.24), we have :
O4A" = Byo, (04) . (4.26)

In what follows, we often omit the dependency in d in order to lighten the notations. We

let
B(z) = Z B,z"

n>dvg(A~1)

denote the Laurent expansion of B.

4.4.1 Properties satisfied by columns of a gauge transformation

In this section, we assume that the Mahler system (4.6) is regular singular at 0 and,
without loss of generality, we assume that the matrix A~! is a Jordan matrix,

Jsl (71>

A_1 - JS2 (72)

Js, ()

where 71,72, . .., - are algebraic numbers and Jg, (;) is a Jordan block of size s; associated
with an eigenvalue 7;. We recall that we fixed an integer d € Dy. Let

01,17 ey 01,81702,17 .. 702,827 s 707‘,17 . 79T,ST € @((z))m

denote the columns of ©4 € GL,, (Q((z))) indexed with respect to the Jordan normal
form of A~!. We infer from (4.26) that for < € {1,...,r}, 0, satisfy

701 = Bapy(0;1)
7i0i; +0; ;1 = Bdﬁbp(gi,j) if j>2. (4.27)

Since the matrix B := By is nonsingular, from the first equation, v; # 0. Let f € Q((z))™
be a solution of the linear system

vf = B¢p<f) )

for some v € Q. It follows from Lemma 4.3.6 that the valuation of f is at least v;. Write
f= anyd f.2" £, € Q" and define £, = 0if n < vy Then, for every n € Z, we have

v = Z Bify-

(k,0) : k+pl=n
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Write
pa = [—dvo (A7") /(p—1)] . (4.28)
Since AA™! = 1,,,, we have vy(A) + vo(A™') < 0 so vy < pg. The vectors f, which are

taken into account in the right-hand side of the equation have an index ¢ < %}Ail).

Then, if n > pg, we have nodvo(A7Y) o, Thus, f, is uniquely determined by the vectors

fo, £ < n. Moreover, the coefficients of the vectors f,, vy < ¢ < pg4, are solutions of
some linear equations depending on v and B. Thus, the problem of determining f can be
transformed into a finite dimensional problem. To capture this we introduce the following
map :

ma: Q)T - QT

9u,
Zgnzn = :

neL g“d
In fact, we have the following result.

Lemma 4.4.1. If f=3_ ., f,2", with f, € Q", satisfy for every n € 7

fn:a hn+ Z ka@

(k,0) : k+pl=n

where h, € Q", o € Q and fon=01if n <y, then f is uniquely determined by 7y (f)
and the following recurrence relation for n > g :

n—1
fn:Oé (hn+ZBnp€f€> .

l=vq
We define two block matrices
My := (Bi-pj)va<ij<pa »
N, = (Bi—pj)dvo(A-1)+pud§§ud—1, va<j<pg L Va < Ha
0 e Ml7m(#d71/d+l) (Q) if Vg = U4 -

Since vy < g, mg and the matrix M, are well defined. Let us check that the matrix
Ny is well defined. Since vy € Z, we have vy < g if and only if vy < —duvg (A7) /(p — 1).
In that case, dvg(A™1) + pry < vy — 1 and the matrix Ny is well defined.

It follows from (4.27) that one has to solve some (in)homogeneous Mahler systems.

We often denote by M and N the matrices My and Ny defined above. If v € @*, for all
positive integer j, we consider the Q-vector space

V,; == Ker <(Md - ﬂ)j) N (h Ker (Ny(My — 71)’“)> .

We define Vo := {0}.
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Lemma 4.4.2. Let v € Q and j € N. Let h € Q((2))™ be a Laurent series whose
valuation is at least vy and such t@t ma(h) € V, ;. The map w4 induces a bijection between
the affine space of solutions f € Q((2))™ of

vf+h =Bt f, (4.29)

and the affine space of solutions y € V., ;11 of
(Myq =1y = ma(h) . (4.30)

Proof. Write
h=> h.s", h,cQ",

n>vg

The valuation of any solution f of (4.29) is at least v,. Indeed, from Equation (4.29), we

have ¢, (f) = ¢a(A) (7.f + h) so pvg (f) > dvg (A)+min (vo (f), v (R)). Ifve (f) < vo (h)
then (p — 1)vg (f) > duvg (A) thus vy (f) > vg. Otherwise, vy (f) > vo (h) > vy. Let

f=> f.2"€Q)", f,eQ"

n>vq

If n < vy, we define f, := 0 and h,, := 0. The series f is a solution of (4.29) if and only
if for all n € Z,

Yfotha= Y Bif. (4.31)

(k) : k+pl=n

This is equivalent to

( N7y (f) =0 (from the cases n < v )

Mg (f) =yma (f) + ma (h) (from the cases vy < n < pg) (4.32)

n—1
VRZMd+1, fn:%<_hn+ZBn—p€fﬂ)'

Kzud

Let us give details on this equivalence. If n < vy, the left-hand side of the equation (4.31)
is 0. Thus, we have

Vn < vy, Z kag =0.

(k) : k+pl=n

If n="Fk+pl and n < dvg(A™1) + pyg then £ < vy or k < vo(B) = dvg(A~'). Moreover,
by definition of yg4, introduced in (4.28), we have (1 — p)ug < dvg(A™1) so if £ > g then
vg — 1 — pl < vy(B). Thus, the above equation is equivalent to

K
Vn € {dvo(A™) + prg, ..., vg — 1}, Z By pif,=0,

Ezud

which is equivalent to
Nﬂ'd (f) = 0 .
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Similarly, the equation (4.31) for all n such that v; < n < pg is equivalent to

y7a (f) + ma(h) = M7y (f) -

The third equality follows from Lemma 4.4.1.

The second equality of (4.32) implies that (M — vI)mq(f) = ma(h) € V,,; and the
first equality implies that my(f) € Ker(N) = Ker(N(M — 41)%). Thus, 74(f) € V41
and it satisfies (4.30). Conversely, if y € V, ;41 is a solution of the equation (4.30), then
there exists f solution of (4.29) such that 7;(f) = y. Indeed, we have Ny = 0 and
My = vy + mq (h). We write (f,,, ..., fud)T := y and we consider the unique sequence
(fn)nsy, verifying the third equation of (4.32). Then, y = 74 (f) with f =3 . f,2"
and f is solution of the system (4.32), that is, f is solution of (4.29).

It remains to prove the injectivity. It follows from the fact that f is a solution of (4.29)
if and only if it is a solution of (4.32) and the coefficients of f are uniquely determined
by ma(f) in (4.32). O

Remark 4.4.3. Note that there might be no nonzero solution of

fyf = Bd¢pf7

even when v is a nonzero eigenvalue of My. More precisely, from this lemma, there exists
a nonzero solution of this system if and only if ~ is in the set of the nonzero eigenvalues
of My and satisfies dim (V1) > 1. Let I' :== {74, ..., %} be this set.

4.4.2 Construction of the matrices

In this section we show how to build a matrix U with entries in Q((z)) and with as

many linearly independent columns as possible, together with a constant square matrix
C such that
UC = Bo,(U).

Our matrix U may not be a square matrix. As we shall see, it will be if and only if the
system (4.6) is regular singular at 0. In that case, setting ¥ := ¢;,4(U) we will have
¢, (V)1 AV = C~! € GL,,(Q), as wanted.

We recall that V. o := {0} and for all positive integer j,

V. == Ker ((Md - w)f‘) N (h Ker (Ny(My — w)k)> .

Lemma 4.4.4. Let v € Q. The sequence (V%j)jeN of subspaces of @m(wwdﬂ) s non-
decreasing. Let
a(y) =min{fn e N* |V, , =V, .11}

Then, V,; = Vi ay) for all j > a(vy). Moreover, fori e {1,...,a(v)}, if
kg = dim(Vs ) — dim(V5 ;1)

then the sequence (k. ;) S NoON-Increasing.

FEN*
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Proof. Let j € N. If v € V,; then (M —~yI)’v = 0 so v € Ker(N(M — ~I)?) and
(M — «I)7™'y = 0. This proves the first point. The second point is obvious. In order to
prove the last point, fix an integer j € {1,...,a(y) — 1} and consider the linear map

Yir Vi — Va/Viia
x = (M —~l)z.

Its kernel is V;,; so the induced map ¢, : V, j41/V, ; — V. ;/V, ;1 is injective. Therefore,
taking the dimensions, we have

vj € {17 s ,CL("}/) o 1}7 k’y,jJrl < k'y,j-
O

We recall that T := {~q,...,v} is the set of nonzero eigenvalues « of M which satisfy
dim (le) Z 1.

Proposition 4.4.5. Let v; € . We consider U € M, (Q((2))) whose columns are
linearly independent over Q such that

UC; = Bo,(U)

where C; € GL, (@) 15 a Jordan matrix with only one eigenvalue ;. The biggest matrix
U; satisfying these conditions has n = dim (V%a(%)) columns.

Proof. We simplify the notations of Lemma 4.4.4 setting V; := V., ;, a := a(y;), k; ==k, ;
and M, := M — 1. A column w of U satisfies an equation of the form (4.29) so it
follows from Lemma 4.4.2 that mg(u) € V, and n < dim (V,). Thus, in order to prove
the proposition, we build a matrix U satisfying the previous conditions with exactly
n = dim (V,) columns.

First, for all j € {2,...,a}, we construct a basis of a subspace W; of V; such that

V;=Viae W,

A similar construction appears in a proof of Jordan’s theorem for nilpotent matrices using
Young tableau. We notice that Ker (M,) NV, C V,_4, thus the map

Wi = Wi

r = My
is injective, where we write Wi := V;. We first choose a basis v\, ... ,’U,(;;) of the vector
space W,. Let 0 < ¢ < a — 1. Assume that we have chosen a basis

a—~ a—/{
o0, ple?
of W,_,. We define
a—~0—1 a—~ a—~0—1 a—V
'vg ) .= wavg ), cee ,(Ca_f ) .= M,Yv,(%_é),
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and we complete it with vectors v,(cijf:), e ,v,(;z_f_ll) to form a basis of the vector space

Wo_¢—1. In the end, we have the following Young tableau, where the jth column is a basis
of Wj.

'v§1) = Msflvg‘l) e v§“‘” = va?” vga)
MY BT T
— a— a—
Vppir 7= My 20 0y | - Ykyt1
T

€9)
Uk:g-i—l

m
Ukl

We decompose

and for each j we consider the basis <v§j), e ,v,(i_)) of W; constructed above. Thus,
(07 1<j<a, 1<0<k)}

is a basis of V,,. For every ¢ € {1,... k1 } we let uy) € Q((2)) denote the unique solution
of
vf = B, (f)

such that m, (ué”) = 'vgl). Then, we define recursively on j € {2...,a} the vectors
uéj) € Q((2)), for every £ € {1,...,k;}, solutions of

vf +ufV = Bo, (f)

¢
Lemma 4.4.2. In fine, we have constructed vectors

and such that my uf )> = 'véj). The existence and unicity of such vectors follow from

1 1 2 2 a a

ug ),...,ufﬂ),ug )7...,u,(€2),...,ug ),...,uéa), (4.33)
such that Wd(uéj)) = véj) for every (j,€) € {1,...,a} x {1,...,k;}. In particular, the
family (4.33) is linearly independent over Q. Let U be the matrix whose columns are the
elements in (4.33) re-ordered using the lexical order on the indices, that is :

1 2 1 2 1
u® @l
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Let C be a Jordan matrix whose Jordan blocks are
‘]W(Sl>> ) J’Y(Skl)

where we let s; denote the number of column vectors of the form w’ (that is the number
of columns in the ¢th row of the above table). For example, s; = a. Then,

UC = B¢, (U).
This matrix U has n = dim (V;) columns which are linearly independent over Q, which
concludes. O
We write
B, = @ Vs a(y)- (4.34)
vyel

In what follows, we often omit the dependency in d of U,;. Thus, we let U := Y,;. The
vector spaces V, 4(y), 7 € I, are in direct sum so the dimension of the Q-vector space U is

t
dim (%) = Z dim (V%7a(%)) .
i=1

Corollary 4.4.6. We consider U € M, (Q((2))) whose columns are linearly inde-
pendent over Q such that
UC = Bqg,(U)

where C' € GL, (@) 1s a Jordan matrix. The biggest matriz U satisfying these conditions
has n = dim (By) columns. In particular, dim (Yy) < m.

Proof. As noted in Remark 4.4.3, the set of eigenvalues of C'is I'. Moreover, from Lemma
4.4.2, n < dim (*0). Let U; and C; be the matrices obtained in the previous lemma. We

let U := (U |...]|U;) denote the matrix whose columns are the columns of the U; and
we let C' denote a Jordan matrix whose blocks are C, ..., C} that is
&
C =
Cy

The matrix U is not necessarily a square matrix but it follows from our construction that
UC = Bo,(U).

Furthermore, since the vector spaces V,, 4y, - - V5, a(y,) are in direct sum, the columns

of U are linearly independent over Q. Thus U has i dim (V5 a(y)) = dim (U) columns.

Since the columns of U € M,y (Q((z))) are linearf;lindependent, then n < m. O

It follows from the following lemma that the columns of U are actually linearly inde-

pendent over Q((2)).
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Lemma 4.4.7. Let T be a matriz with entries in Q((2)) and D be a constant invertible
matriz such that
TD = Bug,(T) . (4.35)

If the columns of T" are linearly dependent over Q((2)) then they are linearly dependent
over Q.

Proof. Let P be a constant invertible matrix such that the matrix PDP~! is upper
triangular. Then, (TP~ (PDP~') = B¢,(TP~'). Thus, without loss of generality, we
replace T' with TP~ and we suppose that D is upper triangular. We can also assume
that the first column of 71" is nonzero, otherwise the conclusion of the lemma is imme-
diate. Let a be the smallest integer such that the first a columns of the matrix 7" are
linearly dependent over Q((z)). By assumption, a > 2. There exists a column vector
g:=1(g1,...,94-1,1,0,...,0)T € Q((2))™, m € N, such that

Tg=0. (4.36)
Mutliplying (4.35) by ¢,(g) one obtains

TD¢p(g) = Bop(T)p(g) = By (Tg) = 0. (4.37)

Since D is upper triangular, only the a first coordinates of D¢,(g) can be nonzero and its

ath coordinate is some eigenvalue n € @* of D. By minimality of a, we infer from (4.36)
and (4.37) that

D@)(Q) =ng.

From [Nis96, Thm. 3.1], g € Q" and Equation (4.36) provides a linear relation over Q
between the columns of 7', as wanted. O]

The following proposition gives a characterisation of Mahler systems which are regular
singular at 0.

Proposition 4.4.8. Let d € Dy and my := dim (B,). The system (4.6) is reqular singular
at 0 if and only if mg > m. If it is the case, we have in particular mg = m.

Proof. Let d € Dy. From Corollaries 4.3.5 and 4.3.7, the system (4.6) is regular singular
at 0 if and only if it is Q ((zl/ d))—equivalent to a constant system in a Jordan normal
form with an associated gauge transformation denoted by W such that vy (¥) > v4/d. The
columns of the gauge transformation ¥ € GL,, (@ ((zl/ d))) are Q-linearly independent so
from Equation (4.27) and Lemma 4.4.2, the images under 7y of the columns of ¢4 (V) are
Q-linearly independent and they belong to the vector space 2. Therefore, the dimension
of this vector space is at least m as wanted.

Conversely, assume that mg > m and let B := ¢4 (A~"). From Corollary 4.4.6 and
Lemma 4.4.7, there exists a matrix U € M.,m, (Q((2))) whose columns are linearly

independent over Q((z)) such that

UC = Bé,(U) (4.38)
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where C' € GL,,, (@) and, in particular, mg < m. Thus, m = mgy. From the equation
(4.38), setting W := ¢y,4(U) € GLy, (@ ((zl/d))), we have

¢p(V) AV = C! € GL,, (Q) - (4.39)

Thus, the system (4.6) is Q ((zl/d))—equivalent to a constant system, that is, it is regular
singular at 0. |

Therefore, Proposition 4.4.8 can give a first algorithm to test whether or not a system
is regular singular at 0. However, it can be done by computing the solutions of some
(in)homogeneous Mahler systems and by computing the eigenvalues and eigenvectors of
M, which is in general a large matrix. In what follows, we give an another characterisation.

4.4.3 Characterisation of the regular singularity at 0

If M, is invertible, we have M} Ker(N,) = Ker(NqyM ;") for n € Z(. For convenience,
we define
M} Ker(Ny) := Ker(N;M ;™)

for n € Z_g even if My is not invertible. Let

Xq =) MjKer(N,).

nez

In what follows, we often write X := X,.

Lemme 4.4.9. Let d € Dy. The vector space X, is the largest subspace of Ker(Ny) on
which My acts as an isomorphism.

Proof. By definition, X; C Ker(N,) and X, is invariant under the action of M. Since
X4 is finite dimensional, to prove that M, acts as an isomorphism on X; we only have
to prove that Ker(My) N X, = {0}. Let @ € Ker(M,;) N X4, and let s denote the size of
My. Then Ker(M3) = Ker(M:™). Since = € Xy C MiKer(N,), there exists y € Ker(N,)
such that @ = M3y. Then, My = Muyx = 0. Thus, y € Ker(M;™") = Ker(M}) and
x = M3y = 0. It follows that Ker(M,) N X, = {0}.

Now, let 7 C Ker(Ny) be a vector space on which M, acts as an isomorphism. Then,
on the one hand M}J = J C Ker(Ny) for every n € N. Thus, 3 C Ker(NyM}) for
every n € N. On the other hand J = M}J C M}Ker(N,) for every n € N. Therefore,
JC X, O

Lemma 4.4.10. The Q-vector spaces By and X4 are equal.

Proof. We recall that

V., = Ker ((M - 7[)’“) N <k(j Ker (N (M — vf)j)>
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and U := @V, q(y) (defined in (4.34)). By definition, 2 is a subspace of Ker(/N). Moreo-
yel’

ver, M acts as an isomorphism on U since U C P Ker ((M — 7[)a<7)> with I ¢ Q"
yel’
From the previous lemma, it remains to prove that X C 0. Let eq,..., e, denote a

basis of X and let E be the matrix of size m(ug — va + 1) X n whose columns are the
ei,...,e,. Since X is M-invariant, there exists R € M,, (Q) such that

ME = ER. (4.40)

From the previous lemma, Ker(M) N X = {0}. Thus, the matrix R is invertible. We can
change the basis ey, ..., e, and assume that R is a Jordan matrix. Thus, (4.40) implies
that the set of eigenvalues of R is included in the set of eigenvalues of M. Let J, (s) be
the first Jordan block of R. Then, using the fact that the columns of £ belong to Ker(N),
one can prove by induction on j € {1,...,s} that e; € V, ;. Doing this for all the Jordan
blocks of J, we obtain that the columns of F belong to U, as wanted. O

The main result of this paper states as follows.

Theorem 4.4.11. The three following propositions are equivalent :
1. The Mahler system (4.6) is reqular singular at 0,
2. dim X; > m for some integer d € Dy,
3. dim Xy = m for every integer d € Dy.

In that case, the system is Q((2'/?))-equivalent to a constant system for every d € D.

Proof. This theorem is an immediate consequence of Proposition 4.4.8 and Lemma 4.4.10.
m

Thus, to prove that some Mahler system is regular singular at 0, one only needs to
find an integer d € Dy and to check if dim X; > m.

4.5 A concrete algorithm

Theorem 4.4.11 gives the description of a vector space whose dimension characterises
the regular singularity at 0 of a Mahler system. However, if the system is regular singular at
0, this theorem does not tell how to build a matrix ¥ such that ¢,(¥)"*A¥ € GL,, (Q).
Such a construction was done with the help of the matrix U in Section 4.4.2 but the
interest of this construction is more heuristic than effective because it requires finding
eigenvalues of M,. In this section we describe an algorithm to compute the matrix W
which does not require the determination of eigenvalues. In fine, the coefficients of the
Puiseux series defining the matrix ¥ belong to the same number field as the coefficients
of the rational functions defining the matrix A.
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4.5.1 A direct construction of a gauge transformation

Assume that the Mahler system (4.6) is regular singular at 0. From Theorem 4.4.11,
there exists an integer d € Dy such that the dimension of X is equal to m. Let ey, ..., e,
be a basis of X; and let E be the m(ug —vg+1) X m matrix whose columns are ey, .. ., e,,.
As in (4.40), we have

M,E = FER

for some matrix R € GL,, (@) We make a block decomposition of E into pug — vy + 1
matrices E,,,..., E,, € M,, (@) :

E,

d

E =

E

Hd

We then define by induction on n > u, a matrix £, € M,, (@) setting

E, = > BiE | R (4.41)
(k,0) : k+pl=n
where B = 3", B,2" = ¢a(A)~". As in Lemma 4.4.1, when n > pg4, the matrices E,

contributing to right-hand side of the equality are those for which ¢ < n. Hence the
matrices F, are well defined. If n < v, we write £, = 0. We stress that (4.41) holds for
anyn € 7 :

e by construction, it holds when n > pugy;

e when vy < n < py, it follows from the fact that ER = MyFE ;

e when n < v, since X C Ker(N,), it follows from the equality NyE = 0.
We write U := )Y . E,z". It follows from (4.41) that

UR = Be,(U). (4.42)

n>vg

Since eq,...,e,, is a basis of X , the columns of U are linearly _independent over Q. Tt
follows from Lemma 4.4.7 that they are linearly independent over Q((z)). Thus, the matrix
U is nonsingular. Now, we consider ¥ := ¢;,4(U). It follows from (4.42) that

¢,(¥)'A¥ = R~ € GL,, (Q) . (4.43)
Thus, V is a gauge transformation we are looking for.
The above construction gives information about the field containing the coefficients of
the Puiseux expansion of the entries of .
Corollary 4.5.1. We consider the Mahler system (4.6). Let k C Q be a number field

such that A € GL,,(k(2)). The system (4.6) is regular singular at 0 if and only if it is
k(2)-equivalent to a matriz in GL,,(k), where

—

k(z) == [Jk((z")

deN

18 the field of Puiseux series with coefficients in k.
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Proof. From Theorem 4.4.11, the dimension of the Q-vector space X, equals m. Since My
and Ny have entries in k, X; is defined over k. Hence, the basis ey, ..., e,, of X; can be
chosen in k™#e=vatl) Tt follows that the matrix R and the matrices E,, n > vy, have
their entries in k. As a consequence the matrix

U(z) = Z E,z"?

n>vg

belongs to GL,, (k ((2'/%))). O

Therefore, any Mahler system defined over some number field k and regular singular
at 0 is equivalent to a constant matrix with entries in k.

Remark 4.5.2. The proof of Theorem 4.4.11 and the construction of the gauge transfor-
mation in Section 4.5.1 do not rely on the base field on which the entries of A are defined.
It does not have to be a subfield of Q. Actually, this field could even have positive cha-
racteristic.

Theorem 4.4.11 gives the description of a vector space whose dimension characterises
the regular singularity at 0 of a Mahler system. In what follows, we show that the construc-
tion of Theorem 4.4.11 is algorithmic. This provides a proof of Theorem 4.2.3. Then, we
discuss the complexity of this algorithm.

Remark 4.5.3. In our bounds for the complexity, we consider the number of operations
in Q. However, if k ¢ Q is the smallest number field such that A € GL,,(k(2)), our
operations are done with elements of k. To bound the number of operations over the
rational numbers, one should multiply the bounds we give by O(M([k : Q])), where
[k : Q] is the degree of k over Q.

4.5.2 Description of an algorithm computing a ramification index

To apply the result of Theorem 4.4.11, we first have to find an element d in the set D.
This integer is related to the valuations at 0 of the entries of a companion matrix Acomp,
Q(2)-equivalent to A, which we obtained thanks to the cyclic vector lemma (Theorem
4.3.1).

Recall that, from the Cauchy’s theorem (see [Mar66, Th. 27,2]), the modulus of any
root of a nonzero polynomial

f2:f0—|—f12+f222+"'+fh2h with fo,...,fh,le(C,fhE(C*

is smaller than 1 plus the max of %, 0 < k < h — 1. However, number fields are not

necessarily invariant under the map = — |z|. To stay in the initial base field, we shall not
consider directly the absolute value. Let k denote a number field such that A € GL,,(k(z)).
We fix an embedding k < C. We can obtain an upper bound V' (§) € Q for the absolute
value of any ¢ € k. Then, for f = fo+ fiz +--- + fr2", f; €k, f, # 0, we write

1l ::1+max{v(@)7oszfgh—1} zumax{ fi
fh fh

,ng‘gh—l},
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if h > 1 and ||f|| = 1 otherwise. Hence, ||f|| € Q is greater than the modulus of every
root of f.

The following algorithm takes a Mahler system as input, computes a companion matrix
Acomp such that the systems associated with A and Acomp are Q(2)-equivalent, and returns
the valuations of the last row of this companion matrix.

Algorithm 1: Find the valuation of the entries of the last row of Acomp

Input: A € GL,, (@(z))7 p € N>o.

Output: The valuations of the last row of a companion matrix Q(z)-equivalent
to A.

Compute f, the lem of the denominators of the entries of A.

Write A = fA € GL,, (Q[2]).

Consider 2 := max (2, £, I det(ﬁ)u).

Compute a solution r € Q[z]™ of (4.11) by Newton interpolation (it can be done

m—1 .
because z,...,z5  are all different).

Let P be the matrix whose rows are ry :=r, ;41 1= ¢,(r;)A, 1 <i <m — 1.
return the valuation of the entries of ¢,(r,,) AP~

It is clear, from the proof of Theorem 4.3.1 that the matrix ¢,(P)AP~! is a companion
matrix and that its last row is ¢,(r,,) AP~!. Now, the following algorithm finds an element
of Dy, as it was done in the proof of Lemma 4.3.3.

Algorithm 2: Find some integer d € Dy
Input: A € GL,, (@(z)), p € N>o.
Output: An integer d € Dy
Compute (vg, ..., v,_1) the valuations of the last row of a companion matrix

Q(z)-equivalent to A, with Algorithm 1.

Compute the lower hull H of the set of pairs (p',v;), 0 <4 < m, with v, := 0.
Compute the set S of denominators of the slopes of H which are coprime with p.
return lem(S).

We compute an upper bound for the complexity of Algorithm 2. Let us first recall
some notations and results. Given a positive integer n, we let M(n) denote the complexity
of the product of two polynomials of degree at most n, and MM (n) denote the complexity
of the product of two matrices with at most n rows and n columns. Let C' € M., (Q[z])
with det(C') # 0 and let 0 := deg(C'). The computation of

e the product of two polynomial matrices of degree at most § and size m has com-
plexity O (MM(m)d + m2M(4)), see |[BS05, Th. 4];

e the determinant of C' has complexity O (MM (m)M(6) (log(m))Q), see [Sto03];
e the product vC~!, where v € Q[2]™ has degree at most § has complexity

O (MM(m)M(6) log(m) log(é)) ,

assuming that we know some point at which C'is invertible, see [Sto03, Cor. 16];
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e the inverse of C' has complexity O (m*M(md)log(md)), see [ZLS15].

Proposition 4.5.4. Algorithm 2 has complezity
O (MM(m)log(m)M (u)log(u)) with w:= (m + deg(A))p™.

Proof. We start by computing an upper bound for the complexity of Algorithm 1. Assume
first that the matrix A has its entries in Q[z] and let 0 := deg(A). The computation of

det(A) has complexity
O (MM(m)M(d) (log(m))°) .

Then, since f = 1 here and since det(A) is a polynomial of degree at most md, the
computation of zy can be done with O(md) operations. To obtain a solution r of (4.11),
we first need to compute the matrices

(A (zé’k> LA (zé’2> A(zE)A (zo)>_1 ,1<k<m-—2. (4.44)

Taking the pth power of a number has complexity O(log(p)), thus the computation of

20,28y - - .,zgm_2 necessitates O(mlog(p)) operations. A straightforward evaluation of a
polynomial with degree ¢ at n points necessitates O (nf) operations. Since A(z) is made of

m—2

m? polynomials with degree § the computation of the matrices A(z), A(25),..., A(zE ")
has complexity O (m3§) and we have to compute m products and inverses of these constant
matrices. Thus, the computation of (4.44) has complexity

O (mlog(p) + m*§ + mMM(m)).

Then, we compute each of the m entries of r by doing a Newton interpolation at m points.
It has complexity
O(mM(m) log(m))

(see |[BS05]). We recall that the rows of P satisfy r = ry and ryy1 = ¢,(ry)A for every £,
1 <k <m—1. In particular,

deg(ry) < (m + (S)pk_1 .

The computation of ¢,(ry)A necessitates m? sums and products of polynomials of degree
at most (m + §)pF. Thus, once ry, is known, the computation of ry,; has complexity

O (m*M ((m +6)p")) .

Once r is known, the computation of the whole matrix P has complexity

m—1
@ <m2 Z M ((m + 6)pk)>
k=1
Then, the computation of ¢, (r,,) A has complexity

O (m°M (u)) ,
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where u := (m + &)p™, and the computation of ¢, (r,,) AP~! has complexity
O (MM(m) log(m)M (u) log(u)) . (4.45)

Since (4.45) is not less than the bounds for the complexity of all the previous steps in
Algorithm 1, the complexity of Algorithm 1 is (4.45), when A is a matrix with entries
in Q[z]. Assume now that the entries of A are rational functions. Write A= fA, with
f € Q[z] the least common multiple of the denominators of the entries of A. Then,
by definition, deg(A) < deg(A). Now, the operations with A = 1/fA have the same
complexity than the one with A and f and the cost of the computation of f and A
is negligible compared to (4.45). Thus, the complexity of Algorithm 1 is (4.45) for any
matrix A. Then, the complexity of computing the lower hull in Algorithm 2 is negligible
compared to (4.45). This ends the proof. O

4.5.3 Description of the main algorithm

The following algorithm is the algorithm of Theorem 4.2.3, it tests if a given Mahler
system is regular singular at 0.

Algorithm 3: Test for the regular singularity at 0 of a Mahler system

Input: A € GL,, (@(z)), p € N>y and the order n > 0 of truncation.
Output: If the system (4.6) is regular singular at 0 and in that case the constant
matrix A to which it is equivalent and the truncation at order n of the
series expansion of an associated gauge transformation W.
Compute d with Algorithm 2.
Compute vy, pg, Mg, Ny.
Let X := KerN; and N := N,.
for i from 0 to m(ug —v4+ 1) do
| X =XnNMX.
for i from 0 to m(ug — v4+ 1) do
N :=NM, ;
| X :=XnNKer(N).
if dim X = m then
From a basis of X, compute R and E,_, ..., E,, as in Section 4.5.1.
for j from py + 1 to max{us + 1;dn} do
| Compute Ej from (4.41).
Let A := R™%
| return “True”, A and Z?ZW E;z9/4,

else
L return “False”.

The following lemma implies that, at the end of Algorithm 3, the vector space X is
exactly the vector space X;.
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Lemma 4.5.5. Let cq :=m (ug — vq+ 1). We have

Xo= () MjKer(Ny).

—cqg<n<cq

Proof. 1fn € Z .y, we recall that M7Ker(N,) := Ker (NyM3). Let X := (.25 Ker(N M7).
We first prove that X; := (/2 Ker(NyMJ}). Let M, = np_ Ker (N M}). It is clear
that if 9, = 9,1 then M, = M, for all £ > n. Thus the sequence (M,,) ey is de-
creasing and then stationary. Since, dim9%, < ¢4, we must have 9., = M., and
X, =lim, oo M, =M,,.

Write N, := (Ny_, M§Ker(Ny)) N X, . We have

MM, C Myyr €N,y (4.46)

It is not true that if 9,41 = M,, for some ng, then N, = N, for every n > ny.
However, we shall see that 0, = N, for every n > c4. Let n > ¢4, we first notice that
N, N Ker (M7) = {0}. Indeed, if € 9, N Ker (M) then there exists y € Ker (N4) such
that @ = M}y and M7y = M}x = 0. Since n > cq, Ker(M3") = Ker(M}), therefore,
y € Ker(M}) and @ = M}y = 0. A fortiori, M, N Ker (My) = {0} and M, acts as
an isomorphism on 9%,. Therefore, the inclusion (4.46) is an equality, M, 11 = N, and
%d = limnﬁoo ‘Itn = ‘)Tcd. ]

We can now prove Theorem 4.2.3.

Proof of Theorem 4.2.3. We prove that Algorithm 3 returns “True” if and only if the sys-
tem is regular singular at 0. Then, in that case, we prove that R~ is Q((z/9))-equivalent
to A and that Z?zyd E;29/4 are the first coefficients in the Puiseux expansion of an asso-
ciated gauge transformation. From Lemma 4.5.5, Algorithm 3 computes the vector space
X4. If Algorithm 3 returns “True”, then there exists some d € Dy such that dim X; = m.
Hence, (2) of Theorem 4.4.11 holds and the system is regular singular at 0. Then, arguing
as in the construction of a gauge transformation in Section 4.5.1, we prove that R~! is
Q((2"/))-equivalent to A and that Z?zyd E;z9/? are the first coefficients in the Puiseux
expansion of an associated gauge transformation. Assume now that the system is regular
singular at 0 and let d € Dy be given by Algorithm 2. Then, it follows from Theorem
4.4.11 that dim X; = m for every d € Dy. In particular Algorithm 3 returns “True”. O]

When the system (4.6) is regular singular at 0, Algorithm 3 computes a K-equivalent
constant matrix. Furthermore, Roques [Roql18, §5.2| described fundamental matrices of
solutions for constant systems. Precisely, for ¢ € Q" we let e, and ¢ denote functions such
that ¢, (e.) = ce. and ¢,(¢) = ¢ + 1. Any constant system has a basis of solutions in

Q [(ec)ce@*, (]. Then, we have the following result.

Corollary 4.5.6. Consider a system (4.6) which is regular singular at 0. From Algo-
rithm 3, one can compute a fundamental matriz of solutions of (4.6) with entries in

K [(60)ce@* J 4 .

For example, one can take for e, and ¢, the functions log(z)"°8(¢)/1°¢®) and log (log(z)).
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4.5.4 On the complexity of the main algorithm

We now propose to discuss the complexity of Algorithm 3. We have the following upper
bound.

Proposition 4.5.7. Apart from the computation of the Puiseux expansion of W, the
complexity of Algorithm 3 is

O (MM(m) log(m)M(u) log(w) + mp*™~'vMM(mv)) ,
where v := —(vo(A) + vo(A™) +1 > 1 and u := (m + deg(A))p™.

Algorithm 3 requires some calculations with the matrices My and Ny. Naively, it should
necessitate MM(n) operations where n is at least the number of rows and the number of
columns of M, and Ny. However, by looking more closely at the shape of M; and N, we
will show that it can be lowered to dMM(n/d).

Definition 4.5.8. Let D = (D, ;) ’ be a block matrix with D, ; € M,, (@)
We say that D is a d-gridded matriz if for all (ig, jo) € {1,...,7} x {1,...,s} such that
D, j, is nonzero, the matrices D, ;, D; , with ¢ # ip mod d and j # jo mod d are zero
matrices. Let o be a permutation of the set {1,...,d}. We say that o is associated with
the d-gridded matrix D if D;; = 0 for every 4,5 € {1,...,d} with j # o(3).

1<i<r,1<5<s

vl > Il e

matrices with D; j, E; ; € M,, (@) and, respectively, op and og their associated permu-
tation. We write u := max (r, s,t). The computation of the product DE can be done with
complexity

O(dMM(mu/d)).

Furthermore, DE is a d-gridded matriz with associated permutation og o op.

Proof. For any n € {1,...,d} we let D, (respectively E,) denote the block-matrices
(Dntkdopn)+ed) ke (reSP. (Enikdopn)+ed)ke)- Let ng 6_{1, o, dY, write Flyy i= Dy Egp o)
and consider F,, = (Fp k.¢)ke With F 0 € My, (Q)7 its block decomposition. For any
ie{l,...,r}, write i = ng + kd with ng € {1,...,d}, k € N and for any j € {1,...,t},
let
Fooke ifj=ogoop(ng)+ ¢d for some ¢ € N,
Gi,j = o .
0 otherwise .

Then DE = (G, ;):; which is a d-gridded matrix whose associated permutation is cgoop.
The computation of the product of two permutations of {1,...,d} has complexity O(d).
Once ogoop is known, the computation of each matrix F,, has complexity O(MM(mu/d)).
Thus, the computation of DE has complexity

O(d + dMM(mu/d)) = O(dMM(mu/d)) .
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Remark 4.5.10. The computation of a basis of the (right-)kernel of a d-gridded matrix can
be done with the same complexity as the product of two d-gridded matrices. Note that we
can add some zero column vectors to the column vectors of the kernel obtained this way
in order to form a d-gridded matrix. Similarly, one can compute with the same complexity
a d-gridded matrix whose range (that is, the vector space spanned by the columns) is the
intersection of the ranges of two d-gridded matrices.

Lemma 4.5.11. Let d € Dy. The matrices My and Ny are d-gridded matrices.
P’f’OOf. Recall that Md = (Bi_pj(d)>Vd§i7j§ltd and

va<j<pid o

0e Ml,m(ud*l/{rkl) (Q) if Vg = ld

where ¢4(A™1) :=>" B,z". In particular if d does not divide ¢ — pj then B;_,; = 0. Thus
it Biy_pj, # 0 then B;_,;, = 0 for all ¢ such that i # iomod d. Moreover, since p and d
are relatively prime, if B, _,;, # 0 then B; _,; = 0 for all j such that j # jo mod d. The
associated permutations to these matrices are the permutations oy, and oy such that, for
every k € {1,...,d},

{ (Bipi (D) )uo(B(ay)+pra<i<va—1 1 Va < g
Nd =

poy(k)=(p—1)(1—vy) +k modd
pon(k) =v9(B(d))+p—1+k modd.

We can now find an upper bound for the complexity of Algorithm 3.

Proof of Proposition 4.5.7. We follow the script of Algorithm 3. Let 6 = deg(A). From
Proposition 4.5.4, the integer d is given by Algorithm 2 with

O (MM(m)log(m)M (u)log(u)) where w:= (m+d)p™ (4.47)

operations. To compute M, and Ny, one needs to compute the Laurent series expansion
of A™! between vy (A™1) and (ug — prg)/d. The computation of the inverse of A can be

done with complexity
O(m*M(mé) log(ms)) . (4.48)

The Newton’s method allows to compute the n first terms in the Laurent series expansion
of a rational function of degree at most n with complexity O(M(n)). One checks that
deg (A1) < md. Let v:= —(vo(A) + vo(A™1)) + 1 > 1. One has

[td — PV _
ng = %—UO (A7) =0 (v)
and v < md. Thus the computation of the first ng terms of the Laurent expansion of the
m? entries of A™! has complexity O (m?M (md)), which is negligible compared to (4.48).
Thus, the computation of My and N, can be done with complexity (4.48). Then, we want
to compute

cq
X, = ﬂ M7 Ker(Ny),

n=—cq
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Thus we need to compute O(cy) products and kernels of d-gridded matrices, and to com-
pute the intersection of the vector spaces spanned by the columns of these matrices. The
number of rows and columns of N, and M, being O(mdv), it follows from Lemma 4.5.9
that the computation of X has complexity O(cqdMM(mv)). Since ¢; = O(mdv/p) and
d < p™, the complexity of the computation of X is

O (mp*™'wMM(mv)) . (4.49)

Now, (4.48) is negligible with respect to (4.47). Thus, Algorithm 3 returns if a system is
regular singular or not with
O (MM(m) log(m)M(u) log(u) + mp*™~'vMM(mv)) ,
operations. n
One can take M(n)log(n) = O(n?) and MM(n)log(n) = O(n?). Thus, a (rather large)
bound for the complexity of Algorithm 3 is
O (deg(A)*m°p*™v?) . (4.50)

Remark 4.5.12. In Algorithm 3, we chose to compute first the integer d thanks to the
cyclic vector lemma, Algorithm 1 and Algorithm 2. Then we computed the vector space
X4 with this d. One could ask if running the algorithm for every d € D could be faster.
It does not seem to be the case. Since we only have to compute the inverse of A once
and since D has O(p™) elements, running the algorithm for every d € D, without using
Algorithm 2, would necessitate

O(m*M(m deg(A)) log(m deg(A)) + mp*™ oMM (mwv))

operations. When deg(A) is large compared to other parameters, it can be smaller than
the complexity of Algorithm 3. However, we have to pay a factor p>™ instead of p?™.

4.6 Examples

In this section, we study the regular singular property of some particular systems.

4.6.1 Equations of order 1
Homogeneous equation of order 1

A homogeneous equation of order 1 is an equation of the form

Pp(y) = ay (4.51)
where a € Q(z), a # 0.

Proposition 4.6.1. Any homogeneous equation of order 1 is reqular singular at 0.

Proof. We consider the equation (4.51). Let v denote the valuation at 0 of a and let
Y = 2¥/®=1)_Then, the system ¢,(y) = by with b := ¢, (w)f1 at) is strictly Fuchsian at 0.
Thus, the homogeneous equation (4.51) is Q ((z”/(p_l)))—equivalent to a strictly Fuchsian
equation at 0, which implies that (4.51) is regular singular at 0 (see [Roq18, Prop. 34]). O
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Inhomogeneous Mahler equations of order 1

Consider an inhomogeneous Mahler equation of order 1

g1+ gy + q¢p(y) =0 (4.52)

with ¢_1,q0, @1 € Q|[2], goq1 # 0. The corresponding system is

9 _ 9=t
op(Y) =AY with A := ( Oql 1‘11 ) : (4.53)

Proposition 4.6.2. The system (4.53) is regular singular at 0 if the equation (4.52) has
a solution in K.

Proof. Assume that (4.52) has a solution f € K. From Proposition 4.6.1, there exist
g€ K and v € Q" such that ¢,(g)y = —%g. Then

q1

FogY (L O _ ,(f g
P (1 0/\0 ~/) A 1 0)°
and the system is regular singular at 0. [

Note that it is not a necessary condition. For example, take ¢_; = g9 = —1 and ¢; = 1.

4.6.2 An equation of order 2

Consider the 3-Mahler equation :

P1=2+ 201 = 2" = 21%5(y) — (1 — 2% = 2% = 2% — 2" g5(y)
+ 2514+ 2)1 - 22 =2y =0.

The matrix of the 3-Mahler system associated with this equation is

0 1
A(Z) = z3(1+z)(1—z21—z30) 1—28_,31_,37_ .40 .

T =B340 (1—2T—210)  23(1—23426)(1—27—210)

We propose to check whether or not the 3-Mahler system associated with this matrix is
regular singular at 0. Since we already know a homogeneous linear equation associated
with this system, it is not necessary to run Algorithm 1. Algorithm 2 applied to this
system returns d := 2. We now run Algorithm 3 with d = 2. We have vy(4) = -3,



4.6. EXAMPLES 131

v9(A™!) = —6 and thus v, = —3 and py = 6. We can compute M and N :

-1 -3 1 2 -1 -1 1 0 00
0 0 1 0 0 0 0 0 00
1 2 -1 -1 10 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0 00
1 1 -1 -2 I 1 -1 0 00
0 0 0 0 0 0 0 0 00
-1 -3 I 2 -1 -1 1 0 00
0 0 1 0 0 0 0 0 00
-1 -4 1 2 -1 -1 10 00
M = 0 0 0 0 0 0 0 00
- 1 4 -1 -2 11 -1 0 00
0 0 0 0 0 0 0 00
1 4 -1 -3 1 2 -1 -1 10
0 0 0 0 1 0 0 00
-1 -1 1T 2 -1 -1 10 00
0 0 0 0 0 0 0 0 00
! I 14 -1 -2 T 1 —I0
0 0 0 0 0 0 0 0 00
1 14 -1 -3 I 2 -1 -1 10
0 0 0 0 1 0 0 0 00
10 0 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
-1 0 0 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
10 0 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
10 0 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
-1 0 0 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
-1 -1 I 0 00 00 00
0 0 0 00 00 00
1 0 0 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
1 1 -1 0 00 00 00
N :— 0 0 0 0 00 00 00
- -1 -1 10 00 00 00 | >
0 0 0 00 00 00
-1 -1 10 00 00 00
0 0 0 00 00 00
1 1 -1 0 00 00 00
0 0 0 0 00 00 00
1 2 -1 -1 10 00 00
1 0 0 0 00 00 00
-1 -1 10 00 00 00
0 0 0 00 00 00
-1 -2 I 1 —-170 00 00
0 0 0 0 00 00 00
1 2 -1 -1 10 00 00
1 0 0 0 00 00 00
I 2 -1 -1 10 00 00
0 0 0 00 00 00
-1 -2 I 1 —-10 00 00
0 0 0 0 00 00 00

where we left empty blocks for the ones corresponding to zero matrices in the 2-gridded
block decomposition of M and N. In that case, the vector space X, is spanned by the
transpose of the two linearly independent vectors

(0,1,0,0,1,0,0,0,-1,0,0,0,1,—1,0,0,—1,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0)

In particular, X5 has dimension 2 and, from Theorem 4.4.11, the system is regular singular
at 0. One can check that these vectors are eigenvectors of the matrix M for the eigenvalue
1. Thus the matrix R is the identity matrix of size 2. In particular, the associated gauge
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transformation ¥ given by Algorithm 3 is a fundamental matrix of solutions because it
satisfies
b3 (U) AV = I,

From these two vectors, we can compute the first terms of the Puiseux expansion of ¥

U = (fl fQ) —1—0(217/2)

fs 0
with
Fi(z) = 27V2 U202 0520 T2 9/ 102 18/ 152
fo(z) = =224 2* — 2% +220 — 227 4228,

fg(Z) = 273/2 — 23/2 + 29/2 _ 215/2 .

Remark 4.6.3. Note that this example is the same as the one that illustrates the paper
[CDDM18].

4.6.3 Systems coming from finite deterministic automata

As mentioned in the introduction, Mahler systems are related with the automata
theory. Indeed, the generating function of an automatic sequence (see [AS03] for a defini-
tion) is solution of a Mahler equation. Numerous famous automatic sequences are related
to homogeneous or inhomogeneous Mahler equations of order 1. This is the case of the
Thue-Morse sequence, the regular paper-folding sequence, the sequences of powers of a
given integer, the characteristic sequence of triadic Cantor integers — those whose base-3
representation contains no 1. Thus, their associated systems are regular singular at 0.

Among the sequences satisfying equations with an order greater than 1, a famous one is
the Baum-Sweet sequence, the characteristic sequence of integers whose binary expansion
have no blocks of consecutive 0 of odd length. The system associated with this sequence
is strictly Fuchsian at 0 and thus regular singular at 0. An other important one is the
Rudin-Shapiro sequence whose general term is

a, = 1 1if the number of occurrences of two consecutive 1
in the binary expansion of n is even
a, = —1 otherwise.

Its generating series f := > _ a,2" satisfies the equation

neN

¢2(sz<_zz)):%(i i)(f{(—i)>

This system is not regular singular. Indeed, Algorithm 3 returns “ False ”. More precisely,
Algorithm 2 returns d = 3 and we have dim X3 = 1. Note that we do not need to use
Algorithm 2 for computing the integer d in Algorithm 3 in this case. Indeed, we have

D={deN|1<d<3 ged(d,p)=1}={1,3},
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thus we can run Algorithm 3 with d = 3.

The regular singular property can be seen as “normal” for Mahler systems since a
sufficient condition is for the system to be strictly Fuchsian at 0. However, the generating
series of an automatic sequence satisfies a Mahler system with a very precise shape :
A71(0) is well defined and has at most one nonzero entry in each column. Among these
systems, the strictly Fuchsian property is more occasional.

4.7 Open problems

We discuss here some open problems about the regular singularity at 0 of a Mahler
system.

4.7.1 The inverse matrix system

Let A € GL,,(2) and p > 2 be an integer. If the p-Mahler system with matrix A is
strictly Fuchsian at 0, then the p-Mahler system with matrix A~! is also strictly Fuchsian
at 0 (and hence, regular singular at 0). This property does not extend to regular singular
systems. For example, if A denotes the matrix of the regular singular system in Section
4.6.2, the 3-Mahler system associated with A~! is not regular singular at 0. We ask the
following question.

Is there a characterisation of matrices A such that the p-Mahler systems associated with
both A and A~ are reqular singular at 0 ?

4.7.2 Changing the Mahler operator

Assume that a system is strictly Fuchsian at 0. If we change the integer p then the
system remains strictly Fuchsian at 0 (hence regular singular at 0). This property does not
extend to regular singular systems. Indeed, the 3-Mahler system of Section 4.6.2 is regular
singular at 0, while the 2-Mahler system with the same matrix is not. Moreover, the p-
Mahler system associated with this matrix is not regular singular when p € {4,...,30}
(and probably beyond). Similarly, the companion system associated with the p-Mahler
equation

(" +29)on(y) + (—1/2 — 2 = 2%+ 21y (y) + (1 = 2)y =0,

is regular singular at 0 for p = 2 and p = 4 but not for p € {3,5,6,...,100} (and probably
beyond). It seems that for a matrix A € GL,, (Q(z)) the p-Mahler system associated
with A is either regular singular at 0 for every integer or for finitely many (possibly none)
integers p > 2.

Is that true that only these two situations may occur ?
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Chapitre 5

Indépendance algébrique d’une fonction
de Mahler et de ses dérivées

Dans ce chapitre, nous abordons par une approche galoisienne des résultats de ’article
[BCZ15] concernant une solution de 1’'équation de Mahler

2f(20) = (142422 f(=Y) + f(z) =0. (5.1)

Cela nous permet de donner une généralisation de [BCZ15, Theorem 1], énoncée dans
la Section 5.2. Par ailleurs, dans la Section 5.1, nous mentionnons qu’une généralisation
de [BCZ15, Theorem 3] sur le comportement asymptotique des solutions d’équations de
Mabhler est déja connue.

5.1 Etude d’une solution f

Dans cette section, nous rappelons une généralisation de [BCZ15, Theorem 3|, elle est
donnée dans [BC17, Theorem 1|. Ces résultats portent sur le comportement asymptotique
des solutions f(z) de I’équation (5.1) lorsque z — 1~ et nous le détaillons ci-dessous.

Nous considérons une équation de Mahler d’ordre n € N* de la forme

(@ () +ana () (7)ot @) () () () =0 (52)
ol ag(z),...,a,(2) € C[z] et p € N>y. Nous associons a cette équation le polynome
P(X)=aoX"+a; X" P+ a1 X +ay, (5.3)
appelé polynome caractéristique, ou o; == a;(1).
Soit f(z) une solution d’une équation de la forme (5.2) dont le polynome caractéristique

a des racines ayant des modules distincts. D’aprés [BC17, Theorem 1], il existe une racine
A de ce polynéme caractéristique telle que lorsque z — 17,

7o) = — 14 o))

(1 _ z)logp()\

135
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ol log, désigne le logarithme en base p et C(z) est une fonction analytique réelle non
nulle qui satisfait, entre autres, C(z) = C' (2P). En appliquant ce résultat & ’équation de

Mahler (5.1) et en sachant que \ := %g et u = %5 sont les racines du polynome

caractéristique de ’équation de Mahler (5.1), Bell et Coons retrouvent le résultat suivant,
[BCZ15, Theorem 3] :
Il existe une solution f de I’équation de Mahler (5.1) telle que

C(z)

f(z) Bl spipe o) (1+0(1-2))

1+V5

ou lg désigne le logarithme en base 2 et p := =5 est le nombre d’or.

5.2 Indépendance algébrique de f et de ses dérivées

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréme suivant, qui est une généralisa-
tion de [BCZ15, Theorem 1] :

Théoréme 5.2.1. Soit f(z) € Q((2)) une solution non nulle de (5.1). Alors, f(2), f(2*)
et toutes leurs dérivées successives sont algébriquement indépendantes sur Q(z).

Pour cela, nous utilisons le résultat suivant, énoncé en [DHR18, Theorem 4.2] :

Théoréme 5.2.2. Soit K := U;>,C (zl/j) un corps muni de [’automorphisme de corps
bp : f(2) = f(2P), p € Nsgo. On suppose que le groupe de Galois aux différences sur le
corps K de l’équation de Mahler

an(2)y (27°) + an_1(2)y (zp’”l) + .. Fag(2)y(z) =0 (5.4)

ot a;(z) € C(z),apa, # 0 contient SL, (C) et que ZZ_((ZZ)) est un mondme. Si f(z) € C((2))
est une solution non nulle de (5.4) alors les séries f(z), f (2P), ..., f (zp"_1> et toutes leurs

dérivées successives sont algébriquement indépendantes sur C(z). En particulier, f(z) est
hypertranscendante sur C(z).

Le corps de base C peut étre remplacé par le corps Q dans ce théoréme. On note
K :=U;>1Q (2'7) et on considére I'automorphisme ¢4 : f(z) € K — f (z*) € K.
Soit G le groupe de Galois de Iéquation (5.1) sur K et H le groupe de Galois de

Péquation (5.1) sur Ky := Ug>oQ <z1/4d>,

On écrit 'équation (5.1) sous la forme

1(f(2)) + a(2)da(f(2)) +b(2)f(2) =0 ou a(z) =

Lemme 5.2.3. Le groupe de Galois H est irréductible.
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Démonstration. Comme rappelé en [Roq18, Lemma 40|, H est irréductible si et seulement

si ’équation de Riccati u (¢4(u) + a) = —b n’a pas de solutions dans Ky~. Supposons que
I'équation de Riccati a une solution u € Ky~. Comme u = —% € Q(z, ¢4(u)) alors

u € Q(2). On écrit u = £ ou s,t € Q[2] sont premiers entre eux. L’équation de Riccati
s’écrit

s(z) (1+ 2 + 22)t (2%) — 2%s (2%) 1 (5.6)
t(z) t(z%)
. . (1+z+z2)t(z4)—z4s(z4) =~ L.
Puisque s est premier avec ¢, on a @) € Q[z]. On distingue deux cas :

e Cas ou t(0) # 0. Dans ce cas, t(z?) et 2% sont premiers entre eux. Ainsi, t(z%)
et 2%s(z%) sont premiers entre eux. Et, I’équation (5.6) donne % € Q[z]. On a

z 22 Z4 —Z4S Z4 b~
donc, par I’équation (5.6), % — et 1T )tt((z)) (=) = onecd € Q. En

remplacant s(z) par ct(z*) dans cette derniére équation, on a
(L4 24 2%t (2%) — 2t (') = dt(2). (5.7)

Soit k := deg(t) € N. Le degré du terme de gauche de (5.7) est 16k + 4 (puisque
deg (2*ct (219)) = 16k + 4 > deg (1 + z + 2?)t (2*)) = 4k + 2) et le terme de droite
a pour degré k, ce qui est une contradiction.

e Cas ol t(z) = z™v(2) avec n > 1, v(2) € Q[z] et v(0) # 0. L’équation (5.6) s’écrit
s(z) (1 + 2+ 224y (z") —s(zY) = 2Dy () (z*). (5.8)
— sin > 1, comme s et ¢ sont premiers entre eux, 2"~ est premier avec s. Cela
impose donc que 2"~V divise s (2?) ce qui est une contradiction.

— sin = 1, I'équation (5.8) s’écrit s(2) ((1+ 2z + 2%)v (21) — s (2%)) = t(2)v (2*).

zZ 22 v 24 —S Z4 -
Cela implique que S )t((z) )=s( ), US((;B) € Q[z]. Leur produit vaut 1 donc

(1+z+22)v(z4>7s(z4)
t(2)

=c Lz)) = o ¢,d € Q. Ainsi,
(1424 2% (%) = dv (2'°) = czv(2).

Soit k := deg(v). Si k = 0, le degré du terme de gauche est 2 alors que celui
du terme de droite est 1. Si k& € N*, le degré du terme de gauche est 16k alors
que le degré du terme de droite est égal & k4 1. Dans tous les cas, on a obtenu
une contradiction.

Il n’existe donc pas de solutions dans Ky~ a I’équation de Riccati u (¢4(u) +a) = —b. O

On dit qu’un groupe est imprimitif si il est conjugué a un sous-groupe de

(6 )resealo{t Yinsec)

Lemme 5.2.4. Le groupe de Galois H n’est pas imprimitif.
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Démonstration. Soient a et b les coefficients de 'équation de Mahler introduits en (5.5).
D’aprés [Roq18, Theorem 42|, H est imprimitif si et seulement si 1’équation

b D4(b)b
(0462 (2) = oua) + outwy/a) u = ~2CF (5.9)
a une solution dans K,~. Supposons par l'absurde que cette équation a une solution
u € Ky. Puisque u est solution de (5.9), on a u € Q(z,¢3(u)) donc u € Q(2). Soit

c(z) := 1+ 2+ 2% On note u = r/s ou r,s € Q[z] sont premiers entre eux. L’équation
(5.9) est équivalente &
r 1 o4(c) 1 \r 1
- = — —=— 5.10
<¢16 (s) $16(c) LSRR R 212¢2 (5.10)
soit

re (2%cgis(re) — 2'Cchig(s) + cou(c)dis(sc) — 2 pig(sc)) = —2*spig(sc) (5.11)

ce qui est équivalent a

rc® 2 0¢i6(rc) = dig(s) (rc®2"" — re®ga(c)pis(c) + z*regus(c) —z4s¢16(c))4 . (5.12)

. J

VvV vV
a pour degré 44-+d, a pour degré 36+ds

Soient d, := deg(r) et ds := deg(s). Le membre de gauche a pour degré 17d, + 52. En
prenant les degrés dans I'équation précédente, il y a trois cas possibles :

e Si 36+ ds < 44 +d, alors 17d, + 52 = 16ds + 44 + d, donc ds — d, = 1/2 ce qui est
une contradiction.

e Sid4d+d, <36+ ds alors dg — d, = 16/17, ce qui est une contradiction.

e Sid,+44 = 36+d, alors d, = d,+8. D’apreés (5.12), ¢16(s) divise rc?21%p15(c)p16(r).
Puisque 7 et s sont premiers entre eux, cela implique que ¢14(s) divise rc?2¢4(c).
Ainsi, 16d < d, + 52 = ds + 44 soit ds < 44/15 donc, comme dg € N, d; < 2. Mais
alors, d, = dy — 8 < 0, ce qui est une contradiction.

Finalement, I’équation (5.9) n’a pas de solutions dans Ky, ce qui conclut. ]

Démonstration du Théoréeme 5.2.1. D’aprés les deux lemmes précédents, le groupe de Ga-
lois H de (5.1) sur Ky est irréductible et n’est pas imprimitif. Il contient donc SLs (Q)

(voir la classification des sous-groupes algébriques de GL, (@) donnée en [Roql8, Sec-
tion 6]). Par [Roql8, Theorem 7], le groupe de Galois G de (5.1) sur K contient donc
SLoy (@) Comme 1/b(z) = 2* est un monome, par le Théoréme 5.2.2, on obtient le résultat
voulu. O]

Proposition 5.2.5. Le groupe de Galois G de Uéquation (5.1) sur K est SLy (@)

Démonstration. Puisque SLo (@) C @G, d’aprés la classification & conjugaison preés des
sous-groupes algébriques donnée en [Roql8, Section 6],

G ={M € GL, (Q) | det(M) € G'}
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ou G' = det(G) C @ est le groupe de Galois de

¢ppy = det(A)y = 2y

. . . . 0 1
avec A la matrice compagnon associée a I’équation (5.5) i.e. A(z) = ( L 1+Z+Z2> :
T T A

Cette équation de Mahler a une solution y(z) = 2~%3 dans K, le groupe de Galois G’ est
donc trivial. Ainsi, G = SL, (Q). O
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Annexe A

Catégories tannakiennnes

A.1 Catégories abéliennes

Pour plus de détails sur ce qui suit, on pourra consulter [Sch72].

A.1.1 Définitions

Définition A.1.1. Dans une catégorie, un objet I est dit initial si pour tout objet X,
il existe un unique morphisme / — X. Un objet F est dit final si pour tout objet Y il
existe un unique morphisme Y — F. Un objet nul (ou objet 0) est un objet qui est a la
fois initial et final.

Si des objets nuls existent dans une catégorie, on en fixe un et on le note 0.

Définition A.1.2. Une catégorie C est dite préadditive si

e pour tous les objets X,Y de C, Hom¢ (X,Y) est muni d’une structure de groupe
abélien.

e pour tous les objets X, Y, Z de C, la composition
Home (Y, Z) x Home (X,Y) — Home (X, Z)
est distributive des deux cotés i.e.

(g1 +92)f = guf +g2f et g(f1 + fo) = gf1 + gfo.

Pour alléger les notations, on notera parfois O les éléments neutres des Home (X, Y),
les OX7y X —>Y.

Définition A.1.3. Une catégorie préadditive est dite additive si il existe un objet 0 et si
les produits finis existent.

Définition A.1.4. Soient X, Y deux objets d’une catégorie C et f : X — Y un morphisme
de la catégorie C. Un noyau de f, noté Ker(f), est la donnée d’un objet K de C et d'un
morphisme k£ : K — X tels que

141
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1. fok=0;
2. pour tout objet K’ de C et tout morphisme &' : K/ — X, si f ok’ = 0 alors il existe

un unique morphisme u : K’ — K tel que k¥ = k o u. On a donc le diagramme
commutatif suivant :

K~
Un conoyau de f, noté Coker(f), est la donnée d’un objet @ de C et d’'un morphisme
q:Y — Q tels que
1. go f=0;
2. pour tout objet Q' de C et tout morphisme ¢’ : Y — ), si ¢’ o f = 0 alors il existe

un unique morphisme v : Q — @’ tel que ¢ = v oq. On a donc le diagramme
commutatif suivant :

Définition A.1.5. Une catégorie abélienne est une catégorie qui satisfait les axiomes

sulvants :
Ao Elle a un objet nul.

Ay Elle posséde tous les produits finis.
A9 Elle possede tous les coproduits finis.
Ay Tout morphisme a un noyau.

Ay Tout morphisme a un conoyau.

Az Tout monomorphisme est un noyau.
A} Tout épimorphisme est un conoyau.

A.1.2 Quelques résultats

Proposition A.1.6 ([Sch72, Proposition 12.5.1]). Si une catégorie C vérifie les axiomes
Ay, Ag, AY, Az, AY ainsi que laziome Ay (ou AY) alors C est une catégorie abélienne.
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On peut donc supprimer 'axiome A} dans la définition d’une catégorie abélienne.

Définition A.1.7. On suppose que C est une catégorie qui vérifie Ag, Ay et A9. Soit f
un morphisme de la catégorie C. L’'image de f, notée Im(f), est

Im(f) := Ker (Coker(f)).
La coimage de f, notée Coim(f), est
Coim( f) := Coker (Ker(f)).

Proposition A.1.8. Une catégorie est abélienne si et seulement si elle vérifie les axiomes
suvants :

e c’est une catégorie additive ;
o (Ay et Ag) tout morphisme a un noyau et un conoyau ;

e tout morphisme f : A — B admet une décomposition de la forme

f = Im(f)fCoim(f)

ot f est un isomorphisme :

Démonstration. SiC est une catégorie abélienne alors elle est additive ([Sch72, Proposition
12.5.1]) et tout morphisme f admet une factorisation de la forme

f = Im(f)fCoim(f)

oil f est un isomorphisme ([Sch72, Proposition 12.4.9]).

Montrons la réciproque. Les axiomes Az et AY sont les seuls axiomes de la définition
d’une catégorie abélienne (Définition A.1.5) qui ne sont pas automatiquement vérifiés.
Montrons que Az est vérifié i.e. montrons que si f est un monomorphisme alors f est un
noyau. Par hypothése, tout morphisme f : A — B admet une décomposition de la forme

f=Im(f)fCoim(f).

Si f est un monomorphisme alors Ker(f) = 0 ainsi 14, le morphisme identité associé
a l'objet A, est un conoyau de Ker(f) i.e. 14 = Coim(f) d’'ott f = Im(f)f. Puisque
Im(f) est un noyau de Coker(f) et que f est un isomorphisme alors f est aussi un noyau
de Coker(f). Ainsi, axiome Ajz est vérifie. On montre de méme que l'axiome AJ est
vérifié. ]
Proposition A.1.9 ([Sch72, Proposition 16.2.4 (d)]). Soit F' : C; — Co une équivalence
de catégories. St Cy est une catégorie abélienne alors Co est aussi une catégorie abélienne.
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A.2 Catégories tensorielles rigides.

Pour plus de détails sur les rappels qui suivent voir [DM82].

A.2.1 Caractérisation des catégories tensorielles rigides

Définition A.2.1. Soient C une catégorieet ® : CxC — C, (X,Y) ~» X®Y un foncteur.
Une paire (1,u) comprenant un objet 1 de C et un isomorphisme v : 1 — 1 ® 1 est un
objet identité de (C,®) siC — C, X ~» 1® X est une équivalence de catégories.

Définition A.2.2. Une catégorie tensorielle, définie en [DM82, Definition 1.1], est rigide
s :

e les Hom internes existent pour tous les X,Y € Obj (C), ils sont notés Hom (X, Y),

e les morphismes
Hom (X1,Y)) ® Hom (X5, Ys5) — Hom (X; ® X5,V ® Y5)
sont des isomorphismes pour tous les X1, X5, Y7, Y5 € Obj (C),
e tous les objets de C sont réflexifs.

Proposition A.2.3 (|Del90, §2.5]). Soit (C,®) une catégorie tensorielle. Cette catégorie
est une catégorie tensorielle rigide si et seulement si tous les objets X de C ont un dual XV
et il existe des morphismesev : XY X — 1ete:1 — X R XV tels que les compositions

X1 X M XX )X =X (X' eX) Y X

et
XX o1l XV e (XeXY) = (XY X)ox U xY

sotent identite.

A.2.2 Equivalence de catégories tensorielles rigides

Un foncteur tensoriel (C1, ®1) — (Cq, ®2) est un couple (F, ¢) qui comprend un foncteur
F : C; — Cy et un isomorphisme fonctoriel

cxy F(X)@: F(Y) > F(X®,))
vérifiant les propriétés énoncées en [DM82, Definition 1.8|.

Définition A.2.4 ([DM82, Definition 1.10]). Soient (C;,®;) et (C2, ®2) deux catégories
tensorielles. Un foncteur tensoriel (F.c) : (C1,®;) — (Co,®2) est une équivalence de
catégories tensorielles si

F C1 — CQ
est une équivalence de catégories.

Cette définition est justifiée par la proposition suivante.
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Proposition A.2.5 ([DM82, Proposition 1.11]). Soit (F,c) : (C1,®1) — (Ca, ®2) une
équivalence de catégories tensorielles. Il existe un foncteur tensoriel

(F', ) : (Coy ®2) — (C1, ®1)

et des isomorphismes de foncteurs F' o F' — ide, et F o F' — ide, commutant avec le
produit tensoriel.

Proposition A.2.6. Soient Cy et Cy deux catégories tensorielles équivalentes. On note
(F,c): (C1,®1) = (Cq, ®2) l'équivalence de catégories tensorielles. Si Cy est une catégorie
tensorielle rigide alors Co est aussi une catégorie tensorielle rigide.

Démonstration. Cela découle du fait que (F,c) commute avec le produit tensoriel et de
la caractérisation d’une catégorie tensorielle rigide donnée en Proposition A.2.3. O]

A.2.3 Morphismes de foncteurs tensoriels

Définition A.2.7 (|[DM82, Definition 1.12]). Soient (F,c¢) et (G,d) deux foncteurs ten-
soriels de C dans C'. Un ®-morphisme (ou morphisme tensoriel) n de F dans G est la
donnée pour tout objet X de C d’'un morphisme ny : F(X) — G(X) entre objets de D
qui veérifie :
e (condition pour étre une transformation naturelle) pour tout morphisme de C, noté
f X — A, le diagramme suivant est commutatif

F(x) 22 F ()

Nxq l lnxg

G (X)) ?f))G (A2)

e (condition de ®-compatibilité) pour tous les objets AX;, Xy de C, les diagrammes
suivants sont commutatifs

Nx, Ny l lnxl ®Xo

G (X)) ® G (X)) —= G (X © &)

1= F(1)

|k

1'—G(1)

ou 1, F(1) et G(1) sont des objets identités de D et les applications horizontales
sont les uniques isomorphismes compatibles avec les structures d’objets identités de

C'.
On les note Hom® (F, G).
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A.3 Catégories tannakiennes

D’aprés [DM82, Definition 1.15] et [DM82, Proposition 1.16], on a la définition sui-
vante.

Définition A.3.1. Une catégorie tensorielle abélienne rigide est une catégorie tensorielle
rigide (C, ®) telle que C est une catégorie abélienne.

Définition A.3.2 (|[DM82, Definition 2.19 et Definition 3.7]). Soit K/k une extension
de corps. Une catégorie tensorielle abélienne rigide C telle que ¥ — Hom (1,1) est une
catégorie tannakienne sur k si elle est munie d’un foncteur tensoriel

w: C — Vect! (K)

qui est k-linéaire, fidéle et exact. Le foncteur w est un foncteur fibre pour C a valeurs dans
K.

Une catégorie tannakienne sur k est une catégorie tannakienne neutre sur k si elle
admet un foncteur fibre a valeurs dans k,

w:C — Vect! (k).

Exemple A.3.3. Soit G un schéma en groupes affine sur k. La catégorie Repy (G) des
représentations de dimension finie de GG sur k est une catégorie tannakienne neutre sur k.

Soient (C,®) une catégorie tensorielle, R une k-algébre et Modg la catégorie des R-
modules de type fini. On considére le foncteur tensoriel canonique ® 5 : Vect! (k) — Modp,
V € Obj (Vect! (k)) ~ V @4 R.

Définition A.3.4. Soient F,G : C — Vect!(k) deux foncteurs tensoriels. Le foncteur
Is0® (F, G) est le foncteur de k-algébres tel que pour toutes les k-algébres R,

IS_O® (F,G) (R) = ISO® ((I)ROF,(I)ROG).

On écrit
Aut® (F) := Iso® (F, F).

Le théoréme principal de la théorie des catégories tannakiennes est le suivant (voir
[DM82, Theorem 2.11]).

Théoréme A.3.5. Soient C une catégorie tannakienne neutre sur k et w : C — Vect? (k)
un foncteur fibre. Alors :
o le foncteur Aut® (w) est représenté par un schéma en groupes affine G ;

e [e foncteur

C — Rep,(G)
X eObj(C) ~p:geGrg(X)eAut(w(X))
feHom(C) - w(f)

est une équivalence de catégories.
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Equations de Mahler : groupes de Galois et singularités régulieres

Résumé : Cette these est consacrée a I’étude des équations de Mahler et des solutions de ces
équations, appelées fonctions de Mahler. Des exemples classiques de fonctions de Mahler sont
les séries génératrices des suites automatiques.

La premiere partie de cette these porte sur les aspects galoisiens des équations de Mahler. Notre
résultat principal est un analogue pour ces équations du théoreme de densité de Schlesinger
selon lequel la monodromie d'une équation différentielle a points singuliers réguliers est Zariski-
dense dans son groupe de Galois différentiel. Pour cela, nous commencons par attacher une
paire de matrices de connexion a chaque équation de Mahler singuliere réguliere. Ces matrices
nous permettent de construire un sous-groupe du groupe de Galois de I’équation de Mahler et
nous montrons que ce sous-groupe est Zariski-dense dans le groupe de Galois.

La seule hypothese de ce théoreme de densité est le caractere singulier régulier de I’équation
de Mahler considérée. La deuxieme partie de cette these est consacrée a la construction d’un
algorithme qui permet de reconnaitre si une équation de Mahler est singuliere réguliere.

Mots clés : Equations de Mahler, théorie de Galois, théoreme de densité, singularités
régulieres.

Mahler equations : Galois groups and regular singularities

Abstract : This thesis is devoted to the study of Mahler equations and the solutions of these
equations, called Mahler functions. Classic examples of Mahler functions are the generating
series of automatic sequences.

The first part of this thesis deals with the Galoisian aspects of Mahler equations. Our main
result is an analog for Mahler equations of the Schlesinger’s density theorem according to which
the monodromy of a regular singular differential equation is Zariski-dense in its differential
Galois group. To this end, we start by attaching a pair of connection matrices to each regular
singular Mahler equation. These matrices enable us to construct a subgroup of the Galois
group of the Mahler equation and we prove that this subgroup is Zariski-dense in the Galois
group.

The only assumption of this density theorem is the regular singular condition on the considered
Mabhler equation. The second part of this thesis is devoted to the construction of an algorithm
which recognizes whether or not a Mahler equation is regular singular.

Keywords : Mahler equations, Galois theory, density theorem, regular singularities.
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